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METHODUS
INVENIENDI CURVAS

MAXIMI MINIMIVE PROPRIETATE
G A UDEN T E s.

. CAPUT PRIMUM

pe Methodo maximorum é- viint MmO sm. Mz iwu& XYV D
wvmzmda 4pplxmm in genere

DEPINITIO I
)

1. .ETHOD Us mmnrm,é- IIir
. mornm a4 limeww Cita .applicasay:
eft . methodus inveniendi lineas
curvas', quz maximi minimive
. proprictate. quapum propof 2
‘ gaudeant Lo
o Sy )N ) B IR

CORIOLLARI UM I.

2. Repeuuntur xgttun pcr hanc

methodusn hneae curvvaa, in qﬁlbus propaodfita Quaapxam quantitas:
maximum vel minimuna1obtineat valorem. e

Euler De Max. ¢ Min. , A | ; Cé: _



2 DE METHODO MAX. ET MIN.
CororLr. IL

3. Cum autem eadem curva infinitis modis fui fimilis effici
queat, Problema, nifi quadam reftriGtio adhibeatur, maxime
effer indeterminatum , atque adeo nullum. Quaxcunque enim
curva prebeatur maximi minimive proprietate pradita, femper
alta, illi quidem vel fimilis vel diffimilis, exhiberi poffet, qua
illam proprictatem , vel majorem, vel minorem, in fe contineret.

.~ . Corovrur.. IIL: .

4. Quoniam igitur adequata curvarum cognitio poftulat, ut
ex ad axem aliquem pofitione datum, ejufque portiones quafcun-
que qua abfciffe vocantur, referantur : prima eaque precipua
reftrictio ex- quantitate abfcifle petenda erit.

L R

""" CoRorLL. IV.

— 5. Problemata exgo- ad methodum hanc_pertinentia ita_pro-
poni debent, ut quarantur linez curve ad axem pofitione da-
tum relatz , qua inter omnes alias curvas eidem abfciflz refpon-
dentes maximi minimive proprietate. fint pradit, '

.

'SCHOLTION

6. Hac itaque Methodus maximorum & minimorum maxi-
me difcreparab illay quam alibi expofuimus. Ibi enim, pro data

ac determinara linea ciirva, locum determinavimus , ubi propofita -

quedam quantitas variabilis ad curvam pertinens fiat maxima
vel minima. Hic autem ipfa linea curva quaritur, in qua quan-
titas quzdam propofita fiat maxima vel minima. Methodus hzc
jam fuperiori Seculo, mox poft inventam Analyfin.infinitorum,
excoli coepit a Celeb. Fratribus BERNOULLIIs , atque ex
* eo teinpore maxima cepit incrementa. Primum quidem Proble-
ma, quod ex hoc genere eft raatum , ad Mechanicam ref-
piciebat ,; eoque .quarebatur linea. curva fuper: qua grave def-
cendens:citiffime dekabatur ; cui . Corug byachyfochrone fen Lince
selerrimi defeenfs nomen. erat. impofitums: ; In hog: Problemate
B o C jam

LS
2. o L 'Y



AD CURVAS INVENIENDAS APPLICATA. 3

jam manifeftum eft , id, fine adjun@a canditione , nequidem
' nomen queftionis retinere poffe : perfpicuum enim eft, quo bre-
vior magifque ad fitum verticalem accedens linea capiatur , eo

fore tempus defcenfus fuper ea brevius. Quamobrem non ab-

folute quari poteft linea, fuper qua grave defcendens celerrime
{eu brevifimo tempore delapatur; fed abfciffe quantitas , cui
curva invenienda refpondeatr , fimul debuit definiri ; ita ut,

inter omnes curvas eidem abfciflz in axe pofitione dato

fumtz refpondentes , quareretur ea fuper qua corpus grave ci-

tiffime delaberetur. - Neque vero in hoc Problemate ifta condi-

tio fufficiebat ad id determinatum efficiendum : fed infuper if

tam conditionem adjicere oportuit , ut. curva invenienda per

data duo pun&a tranfeat ; atque iftud Problema his conditioni-

bus adftringi debuit, ut fieret determinatum , inter omnes, fcie

licet, lineas curvas per data duo pun@a tranfeuntes eam deter.

minare fuper qua corpus defcendens arcum datz abfciffe refe

_pondentem breviffimo tempore abfolvat. Interim tamen hic
notandum eft, conditionem tranfitus per duo pun@a non effe

abfolute neceffariam, fed in hoc Problemate per ipfam folutio-

.nem efle illatam.  In folutione enim hujus Problematis imme-
diate pervenitur ad wquationem differentialem fecundi gradus,

quz bis integrata duas recipit conftantes arbitrarias , ad quas

determinandas duobus opus eft punétis per qua curva traduca.

tur, vel aliis fimilibus proprietatibus : atque hzc-eidem cone~

ditio , quafi fua fponte , ad omnia iftinfmodi Problemata ac.

_cedit, quarum folutio immediate ad zquationem differeptialem
fecundi gradus deducit. In Problematibus autem que refolvun-

tur per zquationem differentialem quarti vel altioris ordinis ,

nequidem duo pun&a ad curvam determinandam fufficiunt, fed

tot opys eft punétis, quot gradus differentialia’ obtinent.- Cop.

tra vero, fi folutio ftatim ad zquationem algebraicam perducar,

_tum fine hujufmodi conditione Problema perfe&e- erit determi-
.natum ; dummodo abfciffe longitudo definiatur. Verum haec
, omnia clarius perfpicientur, quando infra ad folutiones Proble-
matum. perveniemus : ibique has notationes fufius explicabimus,

_Hic enim in’ principio ifta tantum commemorare vifum eft, y
: A 3 perverfag




4 - DE METHODO MAX ET MIN -

perverfas ideas circa determinationem hujufmodi Problematum.
tsollamus. .

Dzrrﬁr'rro- IL

7. Meshodus maximorum ac minimorum abfoluta, docet inter
‘emnes omnino curvas, ad eandem abfciffam relatas, determi-
nare eam , in qua propofita quedam quantitas variabilis maxi-
mum minimumve obtineat valorem:

€CoOROLLARLIUM

8. In Problematibus igitur ad hanc methodum pertinentibus,
-datur axis pofitione ; atque , inter omnes curvas quz ad hunc
axem ejufque determinatam portionem referri poffunt, determi-
-natur ea in qua quantitas quadam variabilis fit maxima wvel
. toinima. S :

§ CHOLTEO N

9. Aliam conditionem ad maximi minimive determinationen,.
prater abiciffz quantitatemn, hic in genere non adjicimus. Dan~
tur enim ' Problemata, qua hoc modo perfecte’ determinantur ;.
quemadmodum infta diftin@tius patebit. Eti enim' etiam ejuf-
modi Problemata occurrunt, ad qua determinanda infuper duo
plurave puné&a prafcribi poffunt , per qua quafita curva tran-
feat; tamen hoc demum ex ipfa cujufcunque Problematis folu-
-viohe perfpicietur. Namque, fr ad ejulmodi @quationem pro-
eurva quefita perveniatur, in qua per integrationem nova quan-
titates conftantes fint ‘ingreflz , que in ipfa quaftione nen ine-
rant; tum folutio cenfenda erit ambigua, atque vaga ; o quod
-mnumerabiles lineas curvas, qu2 ex determinatione illarum
quantitatum conftantium & arbitrariqrum oriri poffunt, in fe
-comple&itur. His igitur in cafibus’erit concludendum , Pro-
blema ex fua natura non penitus effe determinatum : fed ad ejus
plenany determinationem , prter abfciffe’ quantitatem, tot no-
vas conditiones adjungi oportere , quibus illz arbitraria conftan--
tes ad determindtos’valores revocentur. Pro hujufmodi autem
. conditionibus comriodiffime affumuntur pun&a, per qua curve
RS L o ST quefite



4D .CURV AS INVENIEND AS APPLICATA s

duefitz fit tranfeundum 3 totidem vero pun&a, quot infunt in
®quatione inventa quantitates arbitrariz, iplam 2quationem de<
terminatam reddent. Loce punotum autem, ad curvam qua~
fitam perfe@e determinandam, adhiberi etiam poffunt totidem
tangentes quae curvam quafitdm tangant; & , fi contattus de~
- beat fieri-in daro tangentis punéto-, hzc conditio duobus pun-
&is zquivalebit. Quin etiam in locum pun&torum, aliz quea-
eunque conditiones fubftitui poffunt; dummodo e ita fint com-
parate , ut per eas quantitates arbitrariz in @quatione inventa
contentz determinentur. Neque vero ante opus eft folutionem
ad finem perducere¢, quam ifta dijudicatio fufcipiatur 5 fed infra
tradentur eerta criteria, quorum ope, ftatim, ex illa quantitate
variabili que maximaom minimumve efle debet , dignofci pote-
rit quz nova conftantes in @quationem pro curva ingrediantur,
quz in qozftione non continebantur. Oriuntur dutem ifta
conftantes arbitrariz ex gradu differentialivm , ad quem zquatio
pro curva quefita exfurgit ; quoti enim gradus prodit 2quatic
differentialis pro eurva quafita, tot quantitates arbitrarie in
illa cenfende funt poteftate ineffe’; hineque totidem conditioni~
bus opus erit ad curvam determinandam. Idem vero etiam' ufur
venit in folutione omnium Problematum', quando zquatio difs
ferentialis vel primi vel altioris gradus invenicur ; ita ut hinc int
prafenti inftituto nulla peculiaris difficultas ineffe cenfenda fit.

DerFrrNirro IIL

10. Methodus maximorum ac minimorum relativa docet, ron
fnter omnes omnino' curvas eidem abfciffe refpondentes , fed:
inter cas tantum quae prefcriptam quandam proprietatem com«
munem habeant, eam determinare quz maximi minimive prow
“prictate gaudeat.

C~OR.OII- lYI

. r1. Ad hujufinodi igitur Problemata folvenda, priint;m‘, ex
. emnibus omnino cusvis eidem abfciflz refpondentibus ez func
| A3 fegrs-




6 DE METHODO MAX. ET MIN. -.

fegregande , in quas eadem praefcripta proprietas competat ; at-
‘que tum demum ex bis fegregatis ea quae queritur debebit de-
finiri, S

Corotrr IL

r2. Quanquam autem tali conditione numerus curvarum om-
nium ad eandem abfciffam relatarum vehementer reftringitur ;
tamen is etiamnum manebit infinitus. Quin etiam, fi non una,
fed plures proprietates prafcribantur , quibus omnes curve ex
quibus quefita eft determinanda debeant effe preditz ; tamen
ufque numerus curvarum mancbit infinitus. ‘

Con.oLL.A 111

23. Quo plures itaque proponuntur proprietates ; qua iis
curvis ex quibus quafitam definiri oportet communes efle
debeant ; eo magis numerus curvarum inter quas electio qu~
fite eft inftituenda reftringetur , etiamfi maneat infinitus.

SCHOLION I

14. Ex hac genere, in quo Methodum maximorum & mi-
nimorum relativam conftituimus, initio hujus Seculi, primum a
Jacobo BERNOULLIO in medium prolatum eft famofum illud
Problema Ioperimerricum ; in quo querebatur curva maximi mi-
nimive proprietate prazdita, non inter omnes curvas ad eandem
abfciffam relatas, fed inter eas tantum qua ejufdem effent lon-
gitudinis ; ex quo ifte curve , ex quibus qufitam erui opor-
tebat, ifoperimetra funt appellate. (La fi, inter omnes curvas
cidem abfciffe ‘refpondentes & longituding zquales , queratur
€a quz cum abfciﬂf & applicata maximum fpatium includat; re-
peritur quefito linea circularis fatisfacere : quod quidem jam
diu ante inventam hanc methodum - Geometris innotuerat , ac
demonftratum erat. At, hoc cafu iterum, ex ipfa Problema~
‘tum natura , noveconditiones accedunt; uti in iis, quée ad
Methodum meximorum ac minimorum - abfolutam pertinent ;

o qu
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que ex conftantibus arbitrariis, quas folutio inducit , funt fti--

mandz. Ita in folutione Problematis , quo curva quaritur que
inter omnes ejufdem longitudinis maximam comprehendat aream
cum abiciffa, duz conftantes nova ingrediuntur; ex quo, ad
Probleta determinatum efficiendum, id ita eft proponendum, ut
inter omnes curvas ejufdem longitudinis, qua non folum eidem

abiciffe refpondeant, fed etiam per data duo puncta tranfeant,
quzratur ea que ad datam abfciffam maximam aream referat.

Atque fimili modo evenire poteft, ut quatuor pun&a, & plura
etiam interdum, pro arbitrio affumi debeant, quo Problema fiat
determinatum : cujus rei dijudicatio ex ipfa Problematum natura
eft petenda. Quemadmodum autem, in Problemate ifoperime-
trico , omnes curve ex quibus quafitam determinari oportet
ejufdem longitudinis ponuntur; ita loco hujus proprietatis aliz
quaecunque proponi poteft, quz omnibus communis efle debeat.
Sic jam quafitz funt curve maximi minimive proprietate pre-
ditz, inter omnes eas curvas ad eandem ab{ciflam relatas tantum,
qua circa eam abfciffam converfz omnes zquales fuperficies ge-
nerent; -atque fimili modo aliz quacunque proprietates proponi
poffunt. Decinde etiam , non una , fed plures hujufmodi pro-
. prietates prafcribi poflunt, qfiz omnibus curvis inter quas ea
quz maximum minimumve aliquod contineat definienda fit com-
muaes effe debeant. ka fi quzreretur curva maximi vel mini-
mi proprietate quapiam prxdita, inter omnes curvas eidem ab-
fciflz refpondentes , quaz tam effent omnes inter fe longitudine
®quales, quam etiam areas xquales concluderent.

SCHOLION IL
15. ‘Praptet ‘hoc diferimen inter ‘Methodum maximorum &
minimoram abfolutam ac relativam, traGtatio noftra erit bipartita.
Piimum fcilicet. methodum trademus, inter omnes omnino curvas
eidem abfcifle refpondentes , eam determinandi que maximi
minimive proprietate fit predita. Deinde vero progrediemur
ad ejufmodi Problemata, in quibus curva maximi minimive pro-

. prictate

das
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prietate gaudens poftulatur, inter omnes curvas quz unam plu=
refve propofitas proprietates communes habeant ; atque ex nu-
mero harum proprietatum iftius traQationis denuo fubdivifio
orietur. Interim tameén non opus erit in hac fubdivifione lon-
gius progredi; cum mox reperiatur methodus, quotcunque etiam
propofite fuerint proprietates , Problemata facile refolvendi. So-
lutiones enim Problematum prima fronte maxime intricatorum
praeter opinionem fient perquam expeditz , ac levi calculo abe-

folvenda.
~ HYPOTHESIS 1

26, In hac trattatione abfciflam, ad quam omnes curvas referes
mus , perpetuo littera X , Applicasam vero littera 'y defignabimus,
Tum vero, fumptis clementss abfciffe equalibus , femper erst dy=—pdx;
dp==qdx; dg==rdx; dr=sdx; &

Corocrer L

17. His igitur fubftitutionibus omnia differentialia ipfius y cu-
jufcunque gradus ex expreflionibus tollentur , atque preter dif-
ferentiale dx nulla alia differentialia relinquentur. Quanquam
autem hoc modo omnia differentialia, prater dx, fpecie tan-
tum, non revera tolluntur ; tamen he fubftitutiones ingens nos
bis in prefenti infticuto afferent fubfidium, o

Cb‘nor.x,. Il

18. Quin etiam hujufmodi fubftitutionibus differentialis
conftantis affumtio penitus de calculo tollitur : quodcunque
enim differentiale aliud conftans affumatur, poft iftas fubftitutio-
nes perpetuo eadem formula emergere debet. Interim tamien,
ob methodum infra adhibendam, neceflc erit differentiale %
tanquam canftans affumere. I

COROL.
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Corovri IIL. ]

19. Ut autem facilius appareat, quomodo per. has fubftitu-
tiones differentialia cujufque gradus ipfius y evanefcant; juvabic
fequentem Tabellam adjecifle. -~ - Ce

Jj == pdx C
ddy =dpdx —qdx"
dy=—dgdx"—=rdx*
dty = drdx’ — sdx*
&y = dsdx*=— rdx*
&c. &¢. &c. .

CoRrorLrL IV.

20. Quod fi etiam arcus curve abfciffe x refpondens, cum
fuis differentialibus cujufcunque gradus occurrat; ea omnia per
iftas litteras ita exprimi poterunt , ut nulla alia differentialia prae=
ter dx adfint. Pofito enim arcu=w erit. '

w==/V (dx* +dy* ) =[xy C1+pp)
dw=— JX\J/(!-{'?’)
- —_padx® -
: dd”—_s/(l+rr)
P (Lo g994x
V(xdpr) = (iepp)¥a
_ . & . :

......

CoroLrLL V.

21. Simili modo, ex his radius ofculi feu curvedinis curve;
in quovis loco, per quantitates fpecie faltem finitas poterit ex-
" primi.  Cum enim, pofito elemento 4 conftante, fit longitas

do radii ofcyli == :;?4‘%; fet ea =— — (!-ql-n) 33

EULER ' . B .. Co=
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‘CorRoLrLL VL

a2. Porro ex iifdem fubftitutionibus erit, ut fequitur.

—ydw__ /(1
Tangens. _22’ — 2V (14pp)
Normali's:% =yv(x+pp)

Asque, pari modo , omnes quantitates finite ad curvam perti~
nentes, nifi integralia involvant, per hujufmodi quantitates fi~
nitas ita. exprimi poterunt, ut nulla differentialia amplius inef~
& Vidcantut.. ' -

DeriINITIO IV,

23. Maximi minimive Formula , pro quovis Problemate , no-
bis erit ea quantitas, que in curva. quazfita maximum mini~
D /. -
mumye valofem. obtinere debet.

CoRrorlL L

24. Quoniam ih omnibus Problematibus ad qua hzc Metho--
dus cft accommodata, curva quaritur que , vel inter omnes, vel:
tantum inter innumeras curvas certo modo determinatas, ma--
ximi miinimive proprietate gaudeat; hec ipfa proprietas, quz-
in curva quefita maxima vel minima efle debet, erit quantitas;:

eaque exprimetur Formula, quam maximi minimive Formulam hic:
appellamus. :

C os.
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-

Corovrt IL

a5. Cum autem maximi minimive proprietas ita proponi de<
beat, ut ad datam ac determinatam abfciffam referatur; For-
mula maximi minimive quoque ad illam definitam abiciffam de-
bet referri. '

| Corovrr IIL

26. Erit igitur maximi minimive Formula, quantitas vaﬁabif
lis a longitudine abfciflz cujufcunque cui refpondet pendens. At-
que in quovis Problemate quaretur curva, pro qua, ad defi-

nitam abfciflam , illa maximi minimive Formula maximum mini-
‘mumve obtineat valorem, . .

CorRorLL IV.

27. Neque vero maximi minimive Formula 2 fola abfciffa

pendere poteft; hoc enim fi eflet, pro omnibus curvis eidem abfcif-
fe refpondentibus eundem obtineret valorem , atque idcirco
omnes xqualiter fatisfacerent. ' .

CoroLrLi V.

28. Hanc ob rem quoque maximi minimive Formula, prater
abfciffam omnibus curvis qua in confiderationem veniunt com-
munem, a qualibet curva peculiariter debet pendere ; ita ut una
{it, pro qua maximum minimumve valorem' induere queat.

S CHOLTION 1

29. Quo hzc omnia clarius intelligantur , atque ftatus Quefs
tionum in fequenti pertratandarum melius comprehendatur §
ponamus, vel inter omnes omnino curvas, vel tantum inter in-
numerabiles certam quamdam proprietatem communem habentes,
qua cidem abfcifke AZ refpondc%nt , cam determinari debere,

. 2 pro

~

Fig. 1.
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Fga pro qua valor formule J# fic maximus vel minimus. Ponamus
Kuic Quattioni fatisfacere curvam amz, ita ut, qurcunque alia
curva ad abfcifam definitam A Z referator, valor formule W
vel fiat minor quam pro hac curva, vel major : prout in curva
farisfaciente , AV vel maximum effe debet vel minimum. In
hac igitur quaftione latiffime patente , habemus primo ablciflam
determinate longitudinis AZ : deinde curva eft quarenda,
vel inter omnes ommino curvas ad candem hanc abfciffam re-
la:as, vel tantum inter innumerabiles quibus una plurefve pro-
prietates fint communes, prout quxftio al methodum maxi-
morum & minimorum vel abfolutam vel re'arivam eft accommo-
data : tertid habemus eam quantitatem M/, cujus-valor in
curva qufita amz maximus efle debet vel minimus; eritque
igitur quantitas /¥ maximi minimive formula, ficut ca eft defi-
nita. Nunc igitur ftatim apparet hanc formulam ¥ ita efle de-
bere comparatam, ut ad omnes curvas - quz quidem concipi

offunt accommodari queat. Primo fcilicet a quantitate abf-
ciffe definitz A Z debebit pendere; ita ut ea mutetur , valore
ipfius A Z mutato. Decinde etiam a natura cujufvis curve
qua quidem concipi poteft peculiari modo debet pendere: nifi
enim ita effet comparata, pre omaibus eurvis eunderm valorem.
fortiretur , quazftioque foret nulla. Quamobrem quantitas I/,
preter abfciffam , in fe quoque comple&i debebit quantitates ad
curvam ipfam pertinentes. Cum igitur omnis curva determine~
tur per relationem inter abfciffam. & applicatam, quantitas W~
deber effe conflata ex abfciffa & applicata, 8 quantitatibus inde
pendentibus. Hoc eft, fi abfciffa indefinita poratur — x, & ap-
plicata refpondens indefinita =y ; quantitas  effe debet func~
tio binarum variabilium x & » Quad cum ita G, {i curva qua-
cunque dcterminata concipiatur, atque ex ejus natura relatio:
inter y & x in formula F¥ fubftituatur, ea definitum impetrabit:
© valorem ad datam illam curvam atque ejus. definitam abfciffam:
pertinentem.  Quoniam: jam, pro aliis atque aliis curvis,, for-.
mula BV diverfos valores induit , etiamii in omnibus abfciffa:
eadem capiatur ; manifeftum eft inter innumerabiles illas curvas.
unank
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wnam efle dcbere in qua valor formule ¥ maximus fiat vel
minimus; atque ad hanc curvam pro data quacunque determi-

nata quzftione inveniendam, Methodus tradenda eft compara-

3. - .

Conox.L; VL

~ 30. Erit igitur maximi minimive formula 2§, fun&tio quadam

binarum variabilium ¥ & y: quarum altera x abfciffam, altera y
applicatam denotat. In J¥ inefle igitur poterunt , non foluny
ipfe_variabiles x & y, fed etiam omnes quantitates ab iis pen-
dentes, cvjufimadi funt p, ¢, £, #, &c. quarum fignificationes
fupra tradidimns.  Quinetiam formule integrales ex his orta
quacunque in} /¥ inefle poflunt: imo etiam debent; fiquidem:
quzftio debeat effe determinata , uti mox oftendemus.

CoRoLL VII..

1. Propofita igitur ejufmodi formula M, feu funétione ip-
farum x &y, fi quaftio ad methodum maximerum & minimerum:
abfolutam pertineat, ejufmodi xquatie inter x & y defideratur,.
ut, fi in PV valor ipfius y per x dererminatus fubftituatur, at-
que ipfi x valor definitus tribuatur; major prodeat quantitas:
pro W, vel minor , quam fiulla alia aquatio inter x& y affum-
ta fuiffer. |

Cororr VIIL

32. Hoc ergo pa&o, quaftiones ad do&rinam linearum curva-
wum pertinentés ad- Analyfin puram revocari poffunt. Arque vi-
ciffim , fi hujus generis quaftio in Analyfi pura fit propefita, ca
ad doétrinam de lineis curvis poterit referri ac refolvi..

SCHOLIO®N Ik

- ;3 Quanquam hujus generis quaftiones ad puram Analyfin:
~ 3 redie
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reduci. poffunt , ramen expedit eas cum do¢trina lincarum curvas
rum conjungere. ~ Quod fi enim animum a lineis curvis abdus
cere, atque ad folas qnantitates abfolutas firmare velimus ; quai~
tiones primum ipfz admodum fierent abftrufz & inelegantes,
ufulque earum ac dignitas minus confpiceretur : Deinde etiam
methodus refolvendi hujufmodi quaftiones, fiin folis quantitaci-
bus .abftraétis proponeretur, nimium foret abftrufa & molefta;
cum tamen eadem, per infpe@ionem figurarum & quantitatum re-
prafentationem lincarem, mirifice adjuvetur atque intelle&tu fa-
cilis reddatur. Hanc ob caufam, etfi hujus generis quaftio-
nes, cumad quantitates abftraas , tum concretas applicari pof-
funt, tamen eas ad lineas curvas commodiffime traducemus & re<
folvemus. Scilicet quoties zquatio ejufmodi inter x & y que-
ritur, ut formula qurdam propofita & compofita ex x & y, fi
ex illa zquatione quafita valor ipfius y fubrogetur, &ipfi x de-
terminatus valor tribuatur, maxjma fiat vel minima: tum fem-
per quaftionem transferemus ad inventionem linez curve, cu-
jus abfcifla G x, & applicata y, pro qua illa formula- I fiat
maxima vel minima, fi abliffa x date magnitudinis capiatur,
His igltur notatis , natura hujufmodi quaftionum fatis luculen-
ter perfpicitur: nifi forte cuiquam adhuc dubium crear ambigua
locutio de maximo & minimo fimul. Verum ne hic quidem
ulla adeft ambiguitas; nam etfi methodus ipfa que monftrat ma-
xima & minima, tamen in quovis cafu facile erit dilcernere, u-
trum folutio prebeat maximum an minimum. Szpe numero au-
tem evenire poteft, ut in dara quaftione tam maximum quam
minimum locum obtineat, atque his cafibus folutio erit duplex,
gltera monfirante maximum, altera minimum. Plerumque au-
tem aleetuttam , {cilicet vel maxioum vel minimum foler efle
impofftbile ; quod evenit, fi'maximi minimive formula in infini.
tum vel crefcere vel decnefcere poteft; his enim cafibus, vel
non dabitur maximum, vel non minimum, Ufu venire etiam
poteft, ut formula propofita J# in infinitum tam crefcere quam
decrefcere queat, arque his cafibus nulla prorfus folutio locum

habe-

~
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-habebit. Hze autem difcrimina cun@a ipfe -calculus poft folus
-tionem perpetuo monftrabit.. S '

"PROPOSITIOE THEOREM A

34. Ur per maximi minimive formulem NV, curva deteymiinetyy
AMz, que pre omnibus religuis [asisfaciat , formula V' debet effe
guantitas imsegralis indefinita , que. niff dusa affumatny relasio inv
ter X &y, imegrari nequeat.

DEMONSTRATEFO:

Ponamus enim formulam M integralia indefinita non invols
vete; erit ea fun&tio quantitatum x & y, indeque pendentium
2> 9,755, &c. vel algebraica, vel talis tranfcendens que fine:
affumea relatione inter ¥ & y exhiberi poffit; quod evenit, fi
wel logarithmi harum quantitatum, vel arcus circulares , vel
aliz hujufmodi quantitates tranfcendentes definit ingrediantur,
que algebraicis zquivalentes funt cenfende. Quod fi am W
ponatur fun&io talis ipfarum » & y tantum, manifeftum eft va-
dorem formule M/, quem pro data curva amz ad datam abf-.
ciffam AZ relata obtinet, tantum ab ultima applicata Z 2z

ndere ; atque pro omnibus curvis in Z eandem applicatam:
%z habentibus fore eundem ;. atque adeo tali formula 4 indo--
les totius curve non determinabitur, fed’ tantum pofitio extremi!
ejus pundi z; fi in M prater x & 5 etiam quantitas p infit,
tum prater longitudinem applicate Z z pofitio tangentis curva;
in z, feu pofitio ultimi elementi in z determinabitar.. Sin au-
tem infuper ¢ ingrediatur, tum pofitio binorum elementorum:
curva contiguorum in z determinabitur, & ita porro. Ex qui~
bus fequitur , i fuerit ¥ fun&tio determinara ipfarum x,.y, 2,.
q. r, &c. tum per illam antum curvz portionem infinite. pars-
wvam circa extremitatem z*determinari : atque pro omnibuscur--
vis in eandem extremitatem definentibus evndem valorem ipfius-
B¥ cfle proditurum. Ut itaque per formulam 2# tota curva:
amz, quatenus toti. abicifle AZ refpondet, definiatur-, ufl:rn-x

’ m :
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' mulam W ita oportet’ eflfe comparatam., ut cjus valor ad deter-
minatam curvam amz applicatus, a pofitione fingulorum elemen-
torum hujus curve intra terminos a2 & z fitorum pendeat. Hoc
autem evenire non poteft , nifi quantitas ¥ fit formula integra-
lis indefinita , que generatim fine aflumta ®quatione inter x
& 7 inregrationem non admittat. Q. E. D. '

- COROLL ~I.

3s5. Nifi igitur maximi minimive formula J¥ fit quantitas in<
tegralis indefinita , hequidem finea curva in qua valor ipfius
W fit maximus vel minimus determinabitur; atque adeo quef~
tio de invenienda curva, in qua effet /¥ maximum vel mini-
"mum erit nulla.

k:oROIL.IL

26. Ut igitur carva affignari poffit, in qua valor ipfius ¥/
pta aliis fit maximus vel minimus, formula J# talem formam
Jzdx habere debet; atque quantitatem Z ita comparatam effe
_oportet ut differentiale Z4x, nifi #quatio fatvatur inter x &
'y, integrari nequeat, ' '

-

SCHOLION.

34. Quoniam maximi minimive formula /¥ debet effe inte-
grale formule differentialis indefinitz primi gradus; hoc eft cujos
integrale fiat quantitas finita; ea formula differentialis femper

‘ad hujufmodi formam Zd=x poterit reduci, ope litterarum p, 4,
“r, &c. Et hanc ob rem in fequentibus maximi minimive formu«
la perpetuo per /Zdx nobis indicabitur. Erit autem Z funétio

non folum quantitatum x & y, fed etiam continebit litteras p,

g, 7, &c. Ita fi area AazZ deébeat effe maxima vel mi-

nima , formula PV abibit in fydx; &, fi fuperficies folidi ro-

tundi quod ‘generatur rotatione curve amz circa axem AZ

debeat effc maxima vel minima, erit W==/ydx y(14+pp);

atque
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Atque ita porro quzcunque formula debeat in curva quafita effe
maxima vel minima, ea femper erit hujus forme [ Z dx, fcili-
cet integrale quantitatis finite cujufdam Z in differentiale d x
du@z. Debet autem Z ejufmodi effe quantitas, ut fi-zquatio
flatnatur inter ¥ & y, integrale /Zdx determinatum obtineat
valorem: .ex quo Z erit fun®tio quantitatum x, y, & inde pen-
dentium p, ¢, r, &c. vel algebraica five determinata , vel pra-
terea ipfa in fe compleGetur formulas integrales indeterminatas ;
quod difcrimen probe eft tenendum. Ita fi maximi minimive
formula I fuerit /'y dx, vel fydxv/(1+pp); quantitas Zerit
algebraica, at fi fit W=—=/yxdx(ydx, tum erit Z=yxfjdx,
hoc eft ipfa quantitas Z erit indeterminata, cujus valor nifi re-

latio inter x & y detur, exhiberi nequit. Quin etiam evenire

poteft, ut valor ipfius Z hujufmodi formula evoluta exprimi
nequeat, fed tantum per @quationem differentialem demum erui
.debeat, ut- fi fuerit dZ=—=ydx+ZZdx; ex qua equatione
valor ipfius Z per x & y nequidem exhiberi poteft. Hinc igi-
tur tria nafcuntur genera formularum /'Z 4x , qua in curvis qua-

fitis maxima vel minima fieri debent. Quorum primum eas com-

pleitur formulas, in quibus Z eft funéio algebraica feu deter-
minata ipfarum %, y, & p, 4, r, &c. Ad fecundum genus refe-

rimus eas formulas , in quibus quantitas Z ipfa infuper formu-

las integrales involvit. In rertio autem genere continentur ez
formulz, in quibus valor ipfins Z per zquationem differentia-
lem -cujus integratio non conftat determinatur.

ProrosiTtioll. THEOREMA,

38. Sifueritamz curva, in gua valor formule {Zdx fit ma
ximus vel minimus, atque L [it funhio algebraica féw determina-
¥4 ipfarum X, Y, P> Qs U5 &C. tum ejufdem curve quecunque
ﬁr’tin m n eadem gaudebit prerogativa , st proca ad [uam abfiiffam

muS,

K

Ewler De Max. ¢ Mis, C De-

N relara, valor ipfins {Z d x Jit pariter maximus vel mini-
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DEMONSTRATIO.

(

Valor formulz /"Z dx pro abfciffa AZ eft aggregatum om-
nium valorum ejufdem formule , qui fingulis abiciffie A Z por-
. tionibus refpondent. Quod fi ergo abfciffa AZ in parter quot-

cunque, quaram una fic MN, divifa concipiatur, atque ad
fingulas partes hafce valor formulz /Z4x exhibeatur; fumma
omnium horum valorum przbebit valorem formule fZd4d ¥,
qui toti abfciffle AZ convenit; & qui erit maximus vel mini-
mus. Quoniam autem Z ponitur funétio algebraica ipfarum.
x,9, P> 9, &c. valor formule fZdx refpondens abfciff pertio-
ni M N, a fola portionis curva refpondentismn indole pende-
bit , idemque manebit, urcunque reliqux partes am & nz va-
rientur ; fingularum enim litterarum x, y, p, ¢, &c. valores per
folam curve portionem mn determinantur. Si ergo formule
S Z dx valores, qui conveniunt abfciffz portionibus AM, M N,
NZ, ponantur P, Q & R, quantitates he P, Q, & R, a fe
mutuo non pendebunt. Quare cum earum aggregatum P+ (2
<+ R fit maximum vel minimunr, etiam unajuaque maximi mi-
nimive proprietate pradita fit necefle eft. Hanc ob rem, fi in
curva amg formula /Z4dx maximum minimumve habeat valo-
" rem, & quantitas Z (it functio algebraica ipfarum x, 3,2, 4, &c.
sum etiam, pro qualibet illius curve portione, eadem formula
fZdx maximi minimive proprietate gaudebit. Q. E. D.

Corocrrir L

39. Quodfi ergo curva fuerit inventa am z, qua pro abfcif~
fa data AZ, habeat valorem formulz /'Z dx maximum vel mi-
nimum , atque Z fit fun@io algebraica feu determinata , tum
etiam ejufdem curva qualibet portio, refpe@u abfciffe wa ref~
pondentis , cadem maximi minimive proprietate gaudebit.

Co
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Cororyi IL

40. In hujufimodi igitur Problemacibus, ubi tale maximummi-

nimumve quaritur, non opus eft quantitatem abiciff , cui ma~:
ximum minimumve refpondeat, definire ; fed fi, pro una quacun- -
que abfciffa, formula /"Zd x fit magzimum vel minimum’, tum ea~:

dem pro quacunque alia abfciffa cadem proprietate gaudebit.

Coro L;....II.L

41. Hujufmodi igitur Problemata refolventur, fi fingule cue--

va quzfite particulz ita determinentur, ut pro iis valor formu-

l# fZzdx fiat maximus vel minimus. Tum enim fimul tota:

curva , & quzcunque ejus portio, pariter eadem maximi minimi-

ve proprictate erit inftraa, '

SCHOLTION'

42. Proprietas hzc, qua gaudent curve in quibus iftius mo- -

di formulz /'Zdx , ubi Zeft fun&io algebraica feu determinata
ipfarum x, y, p, 9, &c. funt maximum vel minimum’, eft ma-

ximi momenti; ea enim innititur univerfa methodus hujus getie -
ris Problemata refolvendi. Ideo autem potiffimum hanc Propo- -

fitionem afferre vifum eft, né ea proprietas, qua his tantum

formulis /*Zdx, ubi Z eft functio vel algebraica vel determina- -

ta, eft propria, omnium omnino formularum qua proponi pof-
*funt communis effe putetur : in fequente enim Propofitione
demonftrabimus, fi in Z infint formule integrales; tum eandem

proprietatem non' amplius locum habere: ex quo fimul natura
hnjufmodi quaftionum clarius intelligetur. Hujus autem pre- -

fentis Propofitionis demonfiratio ex eo petita eft fundamento,
quod valor formule [Zdx, fiquidem Z eft ‘fun&io vel alge-

braica vel determinata ipfarum x, y, 2, 4, r, &c. qui conve-

nit cuicunque abfciflz portioni M N, a fola curve portione ref-
pondente mn pendeat, neque a reliqua curva, vel anteriore am,
vel pofteriore nz afficiatur : qua ratio ceffat, fi in Z infint for-

" : 2 mula
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mulz integrales indeterminate. Valores enim quantitatum x, 9,
? s 4>*» &c.qui pro arcu. curve mn obtinent, tantuma pofitione
elementorum hujos drcus mn, atque elementis aliquot conti-
guis: quz arcum finitz quantitacis non conftituunt pendent; ex

quo etiam quaatizas ex. iis litteris utcunque compofira per folam’,

arcus mn iadolem deserminabitur , nifi adfuerint quantitates-in--
tegrales, cujufmodi fuat fdx, qua totam arcam anteriorem
AamM introduceret, vel fdxv (14 pp), quz totum arcum.
przcedentem am invalveret. Finc igitur diftin&ius intelligi-
tur, quid per fun&tionem determinatam ipfarum x, 5, 2, 9,7,
&c. denotare velimus: Funio fcilicet determinata ita eft com-
parata, ut, pro quovisloco, a prafentibus valoribus litterarum
x,y, ¢, 9» &c. tantum pendear, neque’ valores earum ante-
riores in fe comple@atur.. Fundtio- autem indeterminata eft ta-
lis, cujus valor in quovis leco, non ex folis- valoribus quos ha:
litter® x, 5, > ¢, &c. in ifto loco obtincnt determinari paoteft,.
fed infuper omnes valores ad fui’ determinationem requirit ,
quos iftz litterz in. omnibus. loeis anterioribus obtinuerunt. Ita
patet, omnes funétiones alggbraicas effe imul determinatas; pra--
terea vero ctiam' omnes l%eh&iones tranfcendentes, qua a rela-
tione inter ¥ & y non pendent funt determinatz , cujufmodi:

funt, &Y (xx+p), e?J, Afin. lq?-; quarum- valores in' quovis:

loco- ex valoribus litterarum ; quos in hoc folo loco obtinent,
affignari poffunt.” Quando autem in funétione quapiam infunt
formule integrales indeterminat , qua a mutua relatione inter
x & y, quam ubique tenent, pendent, tum earum valor, in dato-
loco, non ex valoribus , quos-he litterz in ifto loco habent,
cognofci poteft, fed-infuper omnes valores in locis quibufque
anterioribus noffe oportet, hoc eft generalem relationem: inter

coordinatas x & y : talefque fun&iones vocamus indeterminatas;

quippe quz toto ccelo diverfe funt ab iis, quas determinatas
appellavimus.. - '

o - - soor v e - ' oy -
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Prorosrrro Il THEOREMA
43. St fuerit amz cwrva abfeiffe A Z refpondens ,in qua{Z d2

Jit maximum vel minium . in L aisem Contincaniur formule in-
segrales indeterminate ; tum eadem maximi minimive proprictas non
cadss in quamlibes curvi portiomems, [ed tori rantum curve dﬁ:]"c
AZ refpondenii propria evis.

DEMONSTRATTIO:

Concipiatur tota curva amz, pro qua [Zdx eft maximum’
vel minimum, in dvas partes quafque divifa per_applicatany
Mm; fitque formule /Z4 x valor conveniens portioni am ==
P ejufldem autem formulz valor pro- altera’ portione’ mz’ fis-
== Q: pro tota igitur curva amz valor formula fZdx erit
=P+ Q, queth ponimus$ effé maximum' vel midimum. Quo
autem omnem’ ambiguitatem- tollamus , totammque rem' diftinc--
tius proponere queamus ;' ponamus P + Q effe’ maximum : guod:
enim de maximo demonﬁrabxrur, idem de minlmbd- facile intels:
ligetur. Quod fi jam valor ipfius Q_a valore ipfins- P non pen-
deret , tum aggregatuni P4 Q) ihaximumi efle nori poflet, nifi
fimul' uterque valor P'& @ feorfim- fit maximus. At noftro’
cafu, quo quantitas Z in fe continet formulas mtcgrales indeter-
thinatas , valor ipfius @ non tantum a curva portione mz ad
quam . refertur: pendebit, fed fimul a tora cirva- anteriore am
atque adeo a valore ipfius P.. Nunc dicimus, ad'id ut P+ Q'
fir maxlmum, non requiri, ut valor ipfius P’ f t miaximus. Po-
famus enim portionem curva a m ita efle’ comparatam’, ut pro’
ea P fit maximum , & aliquantillum+ mutari- concipiatur’ portio’
curvg am, ita ut valor formule /Z dx minor evadat, puta = P’
—-p = fieri utique-poterit ut ex hac mutatione valor ipfius @ crefeat,.
quod incrementum ponatar ¢: critque, mutata aliquaritillum por:-
tione am, ita ut pro ea fZ4x non amplius: fit- maxifum , va--
lor formule /'Z.dx pro tota' curva’ amz == P —- g~ @+ ¢¢-

Luta jgitur _evenire queat. iz f' t y > p, _intelligitup ﬁnlmw
3 am:
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lam fZdx pro tota curva amz maximam eflfe pofle, etiamfi
maxima non it pro qualibet portione am. Q. E. D.

Corovrei 1L

44. Quando ergo curva fuerit inventa, qua, pro data ablcif-
fa A Z, habeat valorem formulz /Z4x maximum vel minimum,
& Z fit fun&io indeterminata; tum non fequitur quamlibet cur-
ve inventz portionem eadem maximi minimive proprietate fo-
ze preditam,

Cororr IL

45. In refolutione igitur hujufmodi Problematum , in quibus
curva quzritur, quz pro data abfciffa AZ habeat /Zdx ma-
ximum vel minimum, perpetuo ad totius abicifle propofita
quantitatem erit refpiciendum, atque maximum vel minimum
ad cam tantum, non vero ad ejus quamlibet portionem, accom-

‘modari debebit.
Cororr IIIL

46. Maximum igitur hinc patet difcrimen, quod inter formu.
las fZdx, in quibus Z fun®io eft determinata vel indetermina-
ta, intercedit ; fimulque autem Methodorum diverfitas intelligi-
tur, quibus ad refolutiones quaftionum, in quibus hujufmodt
formularum maximi minimive valores requiruntur, uti opors
tebit, -

S CHOLTION

47. Ex demonftratione hujus Propofitionis non quidem ne-
ceffario fequitur , fi pro data abfciffa AZ curva habeat formu-
lam f/Zd x maximam vel minimam, tum fingulas ejus portiones
cadem hac prarogativa gaudere ; verumtamen fatis intelligitur,
.?uotie‘s cadem proprictas in fingulas portiones competat, id c:;-

' u
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fo evenire. Hincque nihilominus fumme neceffarium eft, fo-
lutionem perpetuo ad totam propofitdim abfciffam accommodare.
Interim tamen, in Problematibus ad methodum relativam perti-
nentibus evenire poteft, ut formulas /24, in quibus Z fit func-
tio indeterminata, quafi determinata effet tractare liceat. Hoc
fcilicet accidie, fi inter omnes tantum curvas in quibus for-
mulz ille integrales indeterminatz qua in Z infunt zquales
obtinent valores, ea defideretur, in qua fZd'x fit maximum

vel minimum : hoc enim cafu formule ille integrales indeter- \

minatz fieri cenfendz funt determinatz. Fa fi, inter omnes
curvas ejufdem’ longhudinis, determinanda fit ea in qua fit
fZdx maximum vel minimum, atque in Z.preter quantitates
determinatas , infit arcus curvae fdx v (t+pp) s hic, quia_in
omnibus curvis ex quibus quafitam definire oportet , eundemy
obtinet valorem, inftar fun&ionis determinat® tra&ari poterit
Hzc autem cun@a in fequentibus clarius explicabuntur.:
Hyrotruisis Ik
48. 8i surve #fcifla K Z in demema inmumerabilia infinite
parva & inter [¢ aquabia diffecessy , cujufmodi fum 1K, KL,
LM, &re. arque portio quecunque A M wvoceswr X, oui vefpondeas
" funitio guecumgue vaviabilis B , candem funitiomem F , quarenns re<
Seresur ad puncia abfiiffe vel fequemtia N, O, P, Q , &v. veb
antecedentia L, K , L, dre. ita denorabimus , ut fit vabor iffims func—
vionis, qui pro pumtoe M of = F, ws [equitir. '

pro N = F 7

pro O =P |

pro P . Fl// .

po Q= F" J

mR=F }
&e.

pre punclis abfiifle fequemsibng

Fig. %

<& d
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proL=0F, 1
oK = F,
pre L =F, S propunitis abfiiffe antecedentibus,
P oH = F, : |
. J

Ltgue hoc paito , fine ))rolixa differentialium [eriptione, wvalor func-
tionis cufufcungue wvariabilis, qui is gmovis abfiiffe punito loium
obtinet, commode indicabitur.

Corortr 1

49. Cum igitur fun&ionis cujufque valor, in loco quocun- .

que, fit 2qualis fuo valori in loco antecedente differentiali fue
auo, erit |

F —F 4d4dF F —F, +4dF,
Fr —=F 4+4dF F, —F, 4+ dF,
F'=F +4d4dF F, =F,,+dF,,
P =F"4dF" F,,=—=F, +dF,
&c. : - &

.ConqLL. IL

5o.- Si ex fingulis abfciffe divifionibus applicate ducaneur,
atque ca que abfcifle AM = x refpondet, nempe M m, po-
natur =y, relique tam fequentes quam antecedentes , ita de-
hiotabuntur ‘

Mm =y Mm =y
Nn =y Ll =y,
OO =y Kk =]0
P p = :‘," li =Y .
Qq =y Hh =y,

’ &¢. &c¢.

C o-
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Cororr IIL
51. Cum deinde valor 1pfnspﬁt== -‘-1—’- = N_&M ; etit
’=-’;’ ; fequentes autem pariter ac antecedmces ipfius #
walores ita fe habebunt:

Y= ==
? —ydx oo P ="
" )

R Ml —_

p——u/xp fl_dx,,‘
n Y Sy
¥ =% be =""T7%
'III — J — 2’” __Jd Y1
dx ’Ill dx

&c. &ec.

CoRrRoOLL IV.v-

i — . | P
52 Dcindc,quia Eﬂ: 9= dp r= ILT_P eritg=— L._".’_"_')
g quantitatis 4 valorcs ,cum fequentes tum anteccdcntcs,
habeb(mt

9=J"-—;21'+! p =‘1”--ZJ’+2
xz xi
g =.7'"""':.9” +5 ‘q — Y—29+y,
: x ! K dx"
L — 2"ty — I—u+y
=72 g0 = T2
&ec. LI &c.

CoRroOLL V.

Simili igitur modo per ifta apphcatarum figna poterunt
iulen de Max.&r Min, D & vale-
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valores quantitatum r, s, #, &c. ut has fupra affumfimus, de~
terminari , atque ex figura definiri, Erit feilicet

y— J,,I—- 37Il_*_. a’I_’
_ d x?
6 — 4y
\/ " d xtu 1 1
g L— 0 + 10 — 10545y —y
dx’
&e..

"\
== A

unde harum litterarum’ valores tam precedentes quam amtece~
dentes formari poffunt..
€ororr VI

s4. Quod fi autem formula fZdx ad abfciffam AM=— x-
~ fuerit relata; erit ejus valor fequenti abfciffe elemento M N

== dx refpondens = Zdx. Hincque fimili modo formule /"Z dx-
valores fingulis abicifle elementis refpondentes denotabuntur ut

fequitur
pro MN == Zdx | pro MN = Zdx;
pro NO = &£'dx |pro. LM = Z dx
pro OP = Z'4x |pro KL = Z,dx
pro PQ == Z27dx [ pro IK = Z dx
&ec.. '

&e.
C é). RoLL VIL

55." Si etgo- expreflio /Zdx ad abfciffam curve AM — «
pertineat'; ejufdem expreflionis valor, qui conveniet abfcifiz
propofite AZ, erit =—=(Zdx+ Zdx+ Z dx+ 2'dx+ Z"d x
-+ &c. in infinitum, donec perveniatur ad ultimum pun@um Z.

CononL.'VIII.

56. Siigitur curva inveniri debeat, qua pro. data. abfciffa AZ
valo-
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valorem formule /Z4dx habeat maximum minimumve ; tum,
pofita abiciffa quacunque indefinita AM = x, efficiendum eft
ut hxc expreflio /'Z dv+ Zdx + 2 dx + 2’ dx+ 2" dx+&c.
ufque in Z fiat maxima vel minima. -

SCHOLTION

57. Quanquam hzc hypothefis tantum pro arbitrio elt facta;
tamen ifta figna maximam afferent utilitatem ad Problemata,
?uz ad hanc methodum maximorum & minimorum pertinent,
uccinéte refolvenda. Plurimum enim valet in hujufmodi nego-
tiis commoda fignorum ele&io , ejufqué ope -calculus non folum
contrahi , fed etiam multo facilior & expeditior reddi poteft.
Praftabit autem ifte fignandi modus longe alteri recepto, quo
per differentialia valores fun®ionum variabilium proxime fequen-
tes exprimi folent; eo quod in ipfa refolvendi methodo alius
generis differentialia occurrent , qua cum naturalibus quantita-
tum- variabilium differentialibus facile confundi poffent, nifi, if-
taafflumea fignandi methodo o naturalia differentialia notatione
faltem tollerentur. :

ProrosiTio IV. THEOREMA.

§8. S amnoz fuerit curva ad abfciffam dasam AZ relata ,
in gus formula {Z dx maximum minimumuve obtincat valorem ; at-
gue alia concipiasur curva amyoz ab iffa infinite parum difcre-
pans , tam wvalor formule {2 dX pro strague curva erit idem.

DEMONSTRATIO,

Quando in Analyfi formula quapiam variabilis fit maxima ;
tum primo crefcendo continuo magis ad maximum valorem ac-
cedit, deinde vero cum hunc attigit, iterum decrefcendo ab eo
recedit. Ifte autem acceflus ad maximum valorem atque recef-
. fus ab eodem ita fit, ut dum quantitas proxime ad maximum
valorem verfatur, tum ejus incrcmcnlt; ac decrementa momenta-

: : 2 nea

Fig. 3.
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nea evanefcant; hocque idem de minimo eft intelligendum,
Dantur quidem etiam cjufmodi maxima & minima, circa qua
incrementa & decrementa fint infinite magna; verum hujus ge-
neris maxima & minima in prafenti inftituto raro locum inve-
niunt, & fiinveniunt, facile erit -ea determinare. Sufficiat igitur
notaffe circa maximum & minimum mutationes momentaneas
non dari poffe finitas. Quod fiergo in curva amnoz expref-
fio /Zd x maximum mirimumve habeat valorem; pro alia cur-
va ejufdem expreffionis valor eo magis a maximo minimove re-
cedet, quo magis hac alia curva ab illa difcrepet. Sin autem alia
curva infinite parum differat ab illa fatisfaciente, tum , pro utra-
que, formula /'Zdx cundem obtinebit valorem. Hujufmodi
autem curvam minime difcrepantem concipiemus, fi arcum tan-
tum infinite parvum mno infinite parum variari, ejufque loco
arcum my o fubftitui ponamus. Quamobrem ex curva az, pro
qua [Zdx maximum eft vel minimum, portionem infinite par-
vam mno exfcindi, ejufque loco aliam myo infinite parum ab-
illa difcrepantem inferi intelligamus ; tum valor formulz /'zdx
qui convenit curve amnoz zqualis erit valori, qui convenit
crvz gmroz. 0. E. D.

CoroLrr L

59. Quoniam mutatio debet poni quamminima ; non fuffi-
ciet arcum mn o, qui immutari ponitur, accipere infinite par-
vum, fed etiam deviatio nx, pra arcus longitudine mno ,de-
bet efle infinite parva.

Cororr IL

6o. Pofita igitur tali mutatione in curva, mutatio inde etianr
in valore formule /Zdx orictur; qua autem per demonftra-
tionem erit evanefcens. Atque hoc modo ex tali affumta mutatio-

ne orietur xquatio , qua fimul curve quafitz naturam prebe-
bit.

SCHO.
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SCH 6 LT 6 N .

~ 61. In hac Propofitione continetur univerfa methodus re-
folvendi Problemata, quibus curva defideratur in qua valor for~
mulz cojufdam indeterminatz ut fZ4x fit maximus vel mini-
mus. Semper enim concipitur portio curva infinite parva, uti
mno, aliquantillam variari in myo, atque tum quaritur dif-
ferentia valorum quos formula fZdx, cum pro curva vera
amnoz, tum pro fi®a amroz, fortitur , eaque differentia
nihilo 2qualis pofita dat naturam eurve quafice. Mutatio au-
tem ifta in loco indefinito fieri debet, ut ad totam curvam per~
tineat, atque ad fingula loca patearz  Poteft autem ifta muta.
tio utcunque inftitui , dummodo fit infinite ‘parva, atque vel ad
duo vel plura curve elementa extendi; femper enim cadem re-
fultare debet zquatio finalis. Interim tamen calculi commodi-
tas poftulat, ut muratio in tam paucis elementis inftitvatur ,
que fufficiat ad folutionem abfolvendam.. Ita fi, inter omnes
omnino curvas eidem abfciffz refpondentes, ea determinari de~
beat, in qua fit /Z4x maximum vel minimum ;; tum fufficiet
bina tantum curve elementa mutata concipere: At fi non in-
ter omnes curvas, fed eas tantum que unam plurefve " expref~
fiones communes habeant, ea definiri debeat in' qua quapiam
quantitas fit maxima vel minima; tum mutationem non quam-
cunque myo- accipere licet , fed: talem ftatui oportet, ut ille
proprietates omnibus curvis communes conferventur.. Flis igi~
tur cafibus , duo elementa non fufficient , fed plura accipi de~
bebunt, ut omnibus conditionibus. fatisfieri queat.

Derinrtiro V.

. 62. Valor Differentialis date maximi minimive' formule" ref-
ondens eft differentia inter valores, quos hzc formula, cum

in ipfa curva quéfita, tum in eadem infinite parum immutata,

ebtinet,

D 3 Q‘i‘*

4

e o e

el



80 DE METHODO MAX. ET MIN.
CoroLrLL L

63. In curva igitur, pro ‘qua data formula, puta [Zdx,
smaximum minimumve efle debet, hujus formulz valor differen-
tialis refpondens’ evanefcet. Atque hanc ob rem fi valor diffe-
rentialis nihilo 2qualis ponatur; habebitur zquatio, qua curve
quafitz natura exprimetur.

Corovrr IL

64. Exinvento igitar valere differentiali, qui propofitz maximi
sinimive formule refpondeat, ftatim habebitur ®quatio ex-
sprimens naturam ejus curva, in qua formula illa propofita ma-
ximum minimumve habeat valorem. :

Corovri IIL

65. Totum igitur negotium ad curvas inveniendas, qua
maximi minimive proprietate gaudeant, eo eft reductum, ut
pro quaque maximi minimive formula ejus conveniens valor dif-
ferentialis inveftigetur.

§ CH OL11 0 N

-

66. Cum igitur in genere tradita fit idea non folum nati-
re quaftionum, quibus’curve maximi minimive proprietate pre-
dite quaruntur, fed etiam methodi, qua ad eas refolvendas uti
oporteat, ad ipfam traitationem progredicmur. Ac primo qui-
dem Methodum abfolutam, qua curve quzruntur qua inter
omnes omnino curvas ad eandem abfciffam relatas maximi mi-
nimive proprietate quapiam fint praditz, trademus. Deinde
pergemus ad Methodum maximorum ac minimorum relativam,
ad quam tales pertinent quaftiones, que non inter omnes cut-
vas date abiciffz refpondentes, fed eas tantum quz ‘data qua-
dam communi proprietate una pluribufve gaudent, eam determina-
i jubent, cui maximi minimive prerogativa quepiam conve-

‘ niat,
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_niat.. In has autem traQationes natura formule f'Z4x, qua
maximum minimumve effe debet, ingens difcrimen infert, pro-

ut Z fuerit fin@io vel determinata vel indeterminata; quemad-
modum jam obfervavimus.-

CAPUT IL
De Methode maximorum acminimorum adlineas cur~
vas inveniendas abfolusa..
Prorositio I PROBLEMA.

I. I in curva quatungue amz una applicata’ quevis Nn «- Fg. 4
geatur particuln infinite parva Ny ; invenire incrementa vel

decrementa , gue fingwle ’ﬁmmiute; deserminate ad.curvam pertinentes

binc accipient, Jo

SOLUTIO.

~ Quatitates determinate ad’ cutvam' propofitahi’ pertinenites’
funt, prater ablciffam:x, que non afficitur, he 4, 2,4, 7, s,
&c. cum fuis derivatis valoribus,’ quos in-locis vel fequentibus’
vel antecedentibusfortiuntur. Quod fi nunc ponamus A M -=x,
& Mm=y, erit N'n—=y', hujufque valor per translationem:
pundi n in v augebitur particula: nv, relique autem applicate”
y>5",", &c. pariter ac precedentes. y,, yi> Y5 Yoo &Co-
non afficientur..  Cum igftur fola applicata y crefcat particula n;:
ex Cap. prac. §.§. 51 & feqq. colligetur quantum incrementum:
rclic,uae quantitates onmes capiant’ ex incremento- folius applicas-
tz y. - Omnes fcilicet quantitates ,. quarum-valor pendet ab y ,.
mutationém fubibunt;, reliquz vero, qua ab y non pendent,.

; _ qu -naer

manebunt invariate. Ita cum fit p—.;’—_f'—;! hzc' quantitas p’
ny

npots . . ”"'—' o [ -
crefcet particula T3 av amm fie pf =Z_WJZ, hzc quantitass
¢ # de-
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2’ decrefcet particula 3—3-: . Similique modo reliquarum quanti-

tatum incrementa vel decrementa reperientur, delendo in ea-
sum valoribus fupra exhibitis omnes valores ipfius y, prater
hunc y', hujufque loco fcribendo nr. Hoc modo omnium quan-
titatum determinatarum , que quidem mutationem patiuntur ,
incrementa in fequenti Tabella congeflimus

Quams.

i

.J”

£,

Quant. | Increm.
"I 4+ my

) ¥
? + dx

¢ ny
e

o ny
9.+ 72
__Zny
q e

[ ny

7|+ &

|+ Zo

3ny

Vil = dx
rl+5

ny>

"I—&

Atque ex hac Tabella etiam ulteriorum quéntitatum, fi que
occurrunt ; incrementa vel decrementa facile cognofi poterunt,

Q E L

C o-

PP PSS
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CororL I

2. Cognitis igitur .incrementis harum quantitatum- primaria-
rum ad curvam pertinentium, inde omnium quantitatum ex iis
compofitarum incrementa, qua oriuntur ex aucta applicatay’, de-
terminari poterunt, fi ratio compofitionis {pe&tetur,

Corovrt IL

3. Harum fcilicet quantitatum incrementa exhibita, confidera-
ri poterunt tanquam earum differentialia. Atque fi propofita
fuerit quantitas quacunque ex 7illis compofita , ejus conve-
niens incrementum ex tranflatione punéi n in » ortum invenie-
tur , differentiando ‘illam quantitatem, & loco differentialium
fingularum quantitatum, fcribendo ea incrementa, que his quan-
titatibus fune adfcripta.

Cororr IIL -

4. Si igitur habeatur haec functio y*v/(1+pp), cujus incre-
mentum, quod ex tranflatione punci n in v oritur fit determi-
nandum ; ea fun&io primum differentietur ; unde prodibit dy’v/(x

+ 2 + gfbLs s hicque loco dy’ & dp feribantur  incre-

menta quantitatibus ]' &p gonvcnicntia, nempe + »r & 4 :?'

eritque funQionis propofitz incrementum = +mr.y/ (1 +pp)
p-ny

Y+ RET))

Corortr IV,

5. Expedite igitur per differentiationem functionis cujufcunque;
incrementum , quod ex incremento nv applicatz y' oritur , afe
fignari poteft; id quod ex infpectione figura difficulter & mini-
me generaliter fieri poteft. - - .

"Euleri de Muxx. ‘& Min. E ~ $CHo.

14
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S CHOLTION.

6. Probe notandum et hunc modum incrementa fun@ionum
feu quantitatum ex x, y, 2, 4. &c. harumque derivatis y’, y°,
P’ - P’ &c. datarum incrementa inveniendi , tantum ad fun&iones
determinatas patere , minime vero ad indeterminatas extendi pof-
fe. Quod fi enim fun&io propofita fuerit indeterminata , ferr
formula integralis indefinita, integrationem nequealgcbraice ne-
que tranfcendenter admittens, tum differentiatione nihil confe-
quimur ad ejus incrementum inveniendum. In fequentibus au-
tem, ubi ejufmodi maximi minimive formulas /Z dx fumus con-
templacuri, in quibus Z fit funtio talis indeterminata, in hu-
julmodi fun&ionum incrementa fumus inquifiruri. Sin autemr
Z fuerit fun&@io determinata, propofiti Problematis folutio fuffice-
re poteft ad folutiones Problematum huc pertinentium abfol-
vendas.

PrRoPosITIO Il. PROBLEMA.

7. i fuevit Z funiFio determinata ipfaram x & 'y tamtum, in-
venire corvam az, in gua valor formule (2 dx fit maximue vek
D3RI,

§ 0OLUTIO

Concipiatur abfciffa A Z, cui maximum minimumve formula'
fZdx rcg)ondcrc debet, divifa in innumerabilia elementa zqua-
lia, fingula per dx denotanda; pofitaque abfciffa indefinita AM
=ux, & applicata Mm =}, ex formula /'Zdx elemento MN
refpondebit Zdx; arque fecundum receptum notandi modum,
elemento fequenti N O refpondebit Z'dx, & fequentibus ele-
mentis OP, P Q &c. refpondebunt valores Z’dx, 27dx, &c.
antecedentibus vero elementis LM, KL, IK, refpondebunt
Z,dx; Z,dx; Z,,dx, &c. Quare fi curva az fit ea ipfa que
quaritug , debebit effe. Zdx + Z :{x-l_- z dx4 &c, qnaza;m

168
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Z,dx+ Z2,dx +Z,,dx 4+ &c. maximum vel minimum. Quod
fi igitur una applicata Nn=y" augeatur particula nr, illa ex-
preflio cundem valorem retinere , atque adeo valor differen--
tialis formulz /Zdx, feu fumma terminorum Zdx4Z' dx -
Zdx+Z"dx+ &c.una cum Z,dx 4+ Z,dx 4+ Z,,dx + &c.
evanefcere debet. Singulorum igitur horum terminorum valo-
res differentiales, quioriuntur ex tranflatione punéi ninv, in-
veftigari debebunt; eorumque aggregatum erit valor differen-
tialis formule /Zdx refpondens, qui pofitus = o @quationem
pro curva quafita prebebit. Quoniam autem Z ponitur func-
tio determinata ipfarum x & y; habebit ipfius differentiale 4 Z
hujufmodi formam Mdx 4 Ndy; itaut fit dZ — Mdx 4

- Ndy. Valorum igitur derivatorum ipfius Z differentialia ita fe
habebunt, '

dZ =Mdix 4 Ndy | dZ,=M,dx 4 N,dy,
AZ' = M"dx 4 N"dy" dZ,=A§,édx+N,dJ,,
&c. “&e.

Cum nunc valores differentiales terminorum Zdx, Z'dx,2%4x,
&c. itemque ipforum Z,dx, Z,dx, &c. inveniantur, fi hi ter-
mini differentientur, atque loco &y’ in differentialibus fcribatur
nr, loco omnium reliquorum differentialium vero o ; manifef-
tum eft folum terminum z’4 x habiturum effe valorem diffe=
rentialem, quoniam in ejus folius differentiali occurrit 4y'. Scrip-
to itaque »v loco dy’, erit termini Z’dx valor differentialis -
= N'dx. nv, qui fimul @it valor differentialis totius formule
[zdx; quia reliqui termini preter Z'4x nullam variationem
patiuntur. Loco N’ autem ponere poterimus N, quia eft N
==N-4dN, & dN prz N evanefcit. Pro curva igitur quz-
fira, in qua fit /Zdx maximum vel minimum , ifta habetur
2quatio Ndx. n,=—o0 feu N=o; exiftente dZ —= Mdx

. | oY E 3 CO.
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CoroOLL L ‘

8. Si igitur curva debeat definiri, in qua fit /'Z 4x maxi-
mum vel minimum, atque Z fit fin&io determinata ipfarum »
& y tantum ; tum quantitatem  Z differentiari oportet ; quod cum
habiturum fit hujusmodi formam 4Z—= Mdx + Ndy, hinc
formabitur quatio pro curva quefita , que crit N==o.

CoRrolLrLL IL

9. Cum ergo N fit fun@io ipfarum x & y determinata, in
@quatione’ pro. curva N=o nulla inerit quantitas conftans.,
quz non fuit in formula maximi minimive /'Z.dx ; & hanc ob
rem curva inventa erit unica & perfecte determinata.

CororLr IIL

ro. In quaftionibus igitur fub hoc Problemate comprehen-
fis , curva fatisfaciens ex fola maximi minimive formula determi-
natur ;' neque licebit infuper pun@a aliqua prafcribere, per qua .
curva quafita tranfcat..

: CoRoLL IV.

11. Quod fi Z fuerit fun&io tantum ipfius ¥, ita ut y non in-
volvat; erit tum/Z 4 x fun&io determinata pariter ipfius x tantum;
eique- adeo omnes curva eidem ghfciffe refpondentes 2que fa-
tisfacient. ldem vero hoc monftfat calculus; hoc enim cafu,
quo in Z non ineft y, fiet N=o0;. ideoque nulla prodit zqua-
tio pro curva quafica.

CoRrRoLL V.

r2. Statim etiam intelligi poteft, utrum detur linea curva ;

in qua hujufmodi formula /Zdx fit maximum vel minimum. Si
enim ex differentiatione ipfius Z ejufmodi valor pro N reperia~
tur ,
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tur, ut per xquationem N==o0 nulla curva exprithaturs tum

‘etiam nulla curva extat in qua propofita formula /'Zzdx fit ma- »

ximum vel minimum.
CoRoLL VL

r3. Denique etiam' perfpicitur , hanc maximi minimive pro-
prietatem non uni alicui determinate abfcifle effe adftrictam;
fed fi curva pro una abfciffa reddat formulam /" Z 4 x maximum
vel minimum , eandem pro quacunque alia abfcifla , pariter ma--
ximum minimumve valorem efle habiturum;.

SCHOLION I

r4. Naci ergo fumus methodum facilem, inter omines curvas

eidem abfciffx refpondentes, eam determinandi, in qua confti-
tuat formula /' Zdx valorem maximum vel minimum, fiquidem:
Z eft funtio determinata ipfarum x & y tantum.. Simul vero:
etiam patet curvam fatisfacientem femper fore algebraicam, fi-
quidem Z fuerit funtio- algcbraica ipfarum ¥ & y.  Curve igi-
tur hoc modo inventz ifta. crit proprietas, ut fi ad eandem abf-
ciffam alia- quacunque conftituatur linea curva:, tum pro ea va-
lor formul® /Z dx certo vel minor vel major fit proditurus quam:
pro inventa; prout in inventa formula /Zdx vel fuerit maxi~
~ma vel minima. Cum autem adhuc dubium fit. utrum in- cur-
va inventa valor formule /'Z dx futurus fit maximus an mini-

mus; de eo in quovis cafu particulari facile fiet dijudicatio; in: -

genere autem nihil omnino-decidi poteft. Interim hoc certum'
-eft, fi unicz prodit @quatio, tum tantum vel maximum vel mi-
‘mum locum’ habere pofle; hoc eft, fi curva inventa fit' pro-ma~
Ximo ; tum minimum non dari, fed valorem formule /Z4x in
infinituam diminui poffe.. Pari modo, fi unica' inventa fuerit
curva, in eaque formula /Zdx fit minima , tum valorem /Z 4 %
in infinitum augeri pofle. Quod fi autem folutio nullam prorfus
prabeat curvam fatisfacientem, id-indicio-erit valorem formule

3 " [zdx

T T e e e — = =

GRVOUN
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fzd x pro quacunque abfciffa tam in infinitum crefcere quam
decrelcere pofle.

SCHOLION IL

15. Ex eadem etiam folutione reperiri poterunt illz curve
‘maximi minimive proprictate praditx alterius generis fuopra .me-
moratz, ad quas non pervenitur per valores differentiales eva-
nefcentes, fed infinite magnos ; quod maximorum & minimo-
rum genus ab illo maxime difcrepat. Reperientur autem ifte curve,
fi valor differentialis Ndx. #, non nihilo, fed infinito zqualis
ponatur. Quoties igitur hec 2quatio N= oo lineam aliquam
curvam fuggerit ; tum in ea pariter formula /'Z4 x maximum
vel minimum obtinebit valorem : Hoc fcilicet eveniet, quando
pro N prodit frattio, cujus denominator nihilo zqualis pofitus,
prezbet zquationem pro aliqua linea curva. Hoc itaque pacto
plures curve reperiri poffunt, qua cidem quzftioni fatisfaciant;
quarum aliz maxima continebunt, aliz minima. Fieri etiam po-
teft, ut plures quam duz curva Problemati fatisfacientes reperian-
tur, etiamfi binz tantum oriri queant quationes, fcilicet N— o
& N = oo. Sienim N fuerit quantitas ex factoribus compofita;
tum quilibet fattor , vel nihilo vel infinito @qualis pofitus , dabit
zquationem pro curva fatisfaciente; conftat enim fepenumero plura
maxima pluraque minima locum habere poffe. Hac autem omnia
clarius enodabuntur in fequentibus Exemplis in hoc Problemate
contentis.

ExeEmMrrum L

16. Ivvenire curvam , gue . inter omnes ommino cxrvas eidews abf-
‘iffa refpondenses , habeas XY dx maximum vel misimum ; deno-
cante X functionems ipfins Y, & X ipfins y tantsm.

In hoc igitur cafu fiet Z== XT'; ideoque dZ=104dX +

XdY = Mdx+Ndy. EdtergoM=T2Xg N=21,

&
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ob X ipfius » & ¥ ipfius y funQionem. Pro curva igitur
quafita erit N— _XjJ_T == o: quoniam autem I eft fun&io
ipfius y, ponatur dX = e dy; erit o pariter funcio ipfius
75 ideoque pro curva quefita, fi qu# fatisfacit, habetur ha¢
aquatio X 8= o, ideoque vel X=o0, vel ®=0; qua:
rum cum neutra lineam curvam prabeat, apparet huic quaftio-
ni nullam omnino curvam fatisfacere, fed valorem propofitum
S XY¥dx in infinitum cum augeri tum diminui poflfe. ~ Ex zqua.
tione autem e=—o, quia @ eft fun&io ipfius y, fequitur y —
Confl. quz zquatio praxbet lineam rectam parallelam abfciffe
AZ, cujus diftantia tanta eft, ut fiac functio ¥ maxima vel
minima. Patet enim, fi quantitas ¥ maximum minimumve va-
lorem admittat, tum etiam formulam /X T¥dx fieri maximum
vel minimum. Altera autem zquatio X=—o, quiaprabet x =
Conf. nequidem lineam reGam quaftioni fatisfacientem exhibet;
quia przbet lineam re@am normalem ad abfciffam , qua propterea
non date ablciffe cuipiam, fed tantum ejus uni pun@e refpondebit..

- Exswmrrunm IL -
17. Invenire exrvam, que , inter omnes eidem dﬁg’ﬁ refpbzp

demtes curvas, habeas valorem formule {(ax —yy) y dx maxi-
wmium vel minimum.

Si hzc formula cum generali /Zdx comparetur, fiet Z=—axy

—y?, ideoque Z =—aydx + (4x —3yy) dy; ita ut fiac
M=—u4y & N=—=4x— 3y); unde pro curva quafita habebi-
eur ifta @quatio #4x— 39y ==o, feuyy = S 4%, quz eft
pro Parabola verticem in A, axem AZ & parametrum =}«
habente. In hac igitur Parabola, erit valor formule /'( 4x —
77 )y 4% maximus vel minimus. Utrum autem fit maximus an:
minimus , reperietur, -fi aliam quamcunque lineam loco Parabo~
lz fubftituamus, atque inquiramus utrum pro ea valor formule’

propofitz major fit an-minor quam pro Parabola. Sumamus
: igitur

AT - e

ot et rotee. S
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igitur lincam re@am cum ipfo axe congruentem, pro qua erit
9 = o. Pro hac itaque valor formulz /(ax—yy)ydx fict pa~
riter = o, -pro Parabola autem idem valor erit afhrmativus ,
ideoque > o; ex quo fequitur in Parabola formulz propofitz
valorem non effe minimum , fed maximum. Poterimus autem
algebraice indicare quantus futurus fit valor formulez propofitz
pro Parabola : cum enim fit yy = «x , abibit formula gropoﬁ-
ta in hanc [axdxyiax == ax* y'ax. Quod fi autem
ponamus aliam zquationem , puta y==wsx; abibit formula
propofita in hanc /dx(naxx— #’x} )=} max’ —  #’x*,
quz femper eft minor quam valor formule qui pro Parabola
inventa prodiit : id quod quilibet facile , {ubftituendis locox
definitis valoribus , experietur.

ExeEmMmrrom 111,

18. Invenire curvam, in qua fit , inter omnes ommnino curvas ad
candem abfiiffam relatas, valor hujus formula{(152*x*y — 152°xy
=+ say* —3y’ ) dx maximus vel minimus.

Erit igitur Z = x54'x*y— 154’xy 4 54*y* — 39° , qui fi
differentictur, pofito x conftante, prodibit Ndy—1s54’x*dy
— 154xdy+154°y* dy— 15y*dy; hincque N=15( <"
—a* x4 4*y* —y*); qui valor, pofitus = o, dabit zquatio-
nem pro curva quafita : erit itaque 4axx —a’x 4 £*y* —y*
—=o=—=(ax—y9y )(ax+y — a«). Ob binos hos fatores,
prodeunt binz curva fatisfacientes, quarum altera exprimetur
hac #quatione yy== 4x, altera hac yy =— 44— «x; utraque
pro Parabola. Ut nunc appareat utra fic pro maximo vc! mini~
mo , ponamus abfciffam cffe minimam, ac prior zquatio yy—ax
in formula fubftituta dabit /~— 104’xdxy/ ax. Altera yero for-
mula yy == 44 — ax, feu y = a, fubftiruta dabit /24°dx. Quod
fi autem ipfi y alius quicunque valor tribuatur, puta y=—=o3;
tum formula propofita abit in fo dx ==o0. Ex quo patet cur-
yarum inventarum alteram yy=—4« — «x effe pro maximo, al-

teram autem yy ==4% pro minimo, {cilicet pro maximo nega-
tive.
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tivo. Facillime autem perpetno hzc dijudicatio, utrum maxi-
mum an minimum in curva inventa locum habeat, inftituetur,
fi abfciffa x ponatur infinite parva; tum enim integratione non
erit opus, fed ipfa formula Zdx monﬂrablt valorem. formul
JZdx hoc cafu.

Exemrruom IV.

19. Inter omnes curvas eidem abfiiffe refpondentes . definire cam
in qua fit formwle {(32ax — 3xx— yy) (@x —xx ~— $xYy
+ YY) dx valor maximus vel minimsus.

Ex hac igiter formula prodibit fequens ipfius Z valor evo-
lutus ;
+ 3457 —qax’y F2axp 3 50 — 5t
= — 6ax’ 4+ 4x’y)—2xx)y
+ 3x*
que differentiata, pofito » conftante, ac divifa per 4 75 fequen-
tem prabebit valorem pro N:
N=—4ac" + 409 +¢9) — ¢’
+ 4% — 4x%)
que expreffio, nihilo zqualis pofita, dabit aequanoncm pro
.curva quefita. Erit itaque

y -——x]]-l— xx]+4xx=o
qua duos habet fatores, qui totidem prabent aquationes,
hafce
L y— x = o, pro linea re&a
Il. yy— 4x 4-xx==0, pro circulo.

Ponatur x infinite parva , eritque ex @quatione y ==, valor
ipfius Z == 34*x* ; at cx aquatione yy == ax — %x, feu y==
vax, etit Z == qaexx. Quod fi autem ponatur y==4, pro-

dit Z =—ua*, unde apparet utramque lineam inventam efle
pro maximo.

Euleti de Mux, & Min. F SCHO-
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30. Problemata etiam refolvi poffunt per Methodum maxi-
morum & minimorum vulgarem. Quando enim curva quari-
tur pro qua valor ipfius £Zdx fit maximus vel minimus, id-

ue pro qualibet abiciffa ; manifeftum cft fiquidem z fic funttio
gcterminata ipfarum x & y, formulam /Zdx maximum mini-
mumve cfle non pofle, nifi elementum ejus Z4x ac proinde
ipfum Z wale fit. Quamobrem quaftioni fatisfiet, fi quantitas
Z differentictur pofite x conftante, cjufque differentiale pona-
tur =o. Tum enim perpetuo Z habebit valorem maximum
vel minimum, ac proinde etiam Zdx & ipfa formula /Zdx.
Quod fi autem functio z differentietur, pefita x conftante , pro-
dibit Ndy; quoniam generaliter differentiando pofuimus dZ =
M dx 4 Ndy; fatisfietque ponendo N=—=o: que eft eadem
folutio, quam per Methodum traditam invenimus. Quamvis
autem hinc videantur ifte quaftiones (imili modo refolvi pofle,
quo in Methodo maximorum & minimorum vulgari ; tamen hoc
tantum evenit , fi Z fuerit funtio ipfarum x & y tantum; nam-
que fiin z praterea infint quantitates ex differentialibus ort
9,4, r, &c: mum vulgaris Methodus nuflius amplius ufus effe
poteft. Etfi enim tum differentietur fun&io Z pofito x conf-
tante, tamen in differentiale etiam ingrederentur differentialia
dp, dg,dr, &c. quorum relatio ad 4y cum non conftet ,
zquatio inde ad maximum minimumve determinandum apta de-
duci non poterit. His igitur cafibus utilitas & neceflitas nof~
trz Methodi maxime cernetur.

PrRorostTIio IIL. PROBLEM A.

21. 5 Z fuerls fundlio spfarum X,y , & p determinara, ira us
“fit dZ =Mdx 4 Ndy + Pdp; invenire ,.imter ommes curvas cidem
abfeiffa refpondentes , cam in qua fit { Z.d x maximum vel minimum,

Yig. &4

SoLvUrilo.




o /
ST S eme— e -

. AD CURVAS INVENIENDAS ABSOLUTA 43

SoLUTIO

Sit amz curva quafito fatisfaciens, atque concipiatur applica-
ta quecunque Nn =)y augeri particula ny, debebit valordif-
ferentialis formule yZ dx, feu quantitatis huic zquivalentis, pu-
taZdx+ Z'dx 4+ Z2"dx + z2”7dx+4 &c. una cum Z,dx -
Z,dx + Z,dx 4+ &c. eflc =o. Totius igitur quantitatis
JZdx valor differentialis ex translatione punci n in » habebitur,
i fmgulorum illorum terminorum, qui quidem hac translatio-
ne afficiuntur , valores differentiales quarantur & in unam fum-
mam addantur. Ex translatione autem punéin in,, illi tantum
termini mutationem fubeunt, in quibus infunt quanticates y', &
& p'; ideoque tantum termini Zdx & Z'dx; nam uti Z eft
fun&io ipfarum y & p prater x; ita Z’ fimilis eft fun&io ipfarum
9" & p'. Quamobrem hi termini debebunt differentiari , atque
in eorum differentialibus loco dy', dp, & dp’ feribi oportet
valores fupra indicatos +- m;+;-';:&~— 57: Sicut autem eft
dZ=Mdx+ Ndy+ Pdp,ita erit dZ2' = M'dx 4+ N'dy’ +
P'dy. Hinc iaque valor differentialis ipfius Z erit £, 77, &

ny

iplius z' crit N, sy — P'. - ; €x quo utriufque termini Zdx

+ Z'dx , ideoque integre formule [Zdx valor differentialis
erit = #r. (P+N'dx—P'). Ateft ' — p—=dP, & loco
X' fcribi poteft N; unde valor differentialis erit — s, (Ndx
—dpr). Quare cum formule /Z dx valor differentialis nihilo
2qualis faGus prebeat ®quationem pro curva quefita, hac erit

o=—Ndx —dP, vel N— 3—2——_0,‘ qua ®quatione natura
curve quafite exprimetur. Q. E. L ’
CoroLrLL L
- 22. Quod fiergo fuerit Z fun&tio quecunque ipfarum x, y, item-

que earum diffesentialium 4x & 4y, feu loco horum differentialium,
T - F 2 - ipfivs
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ipfius p; exiftente dy==pdx; differentiale ipfius Z hujufmodi
habebit formam, ut fit dZ=—=Mdx + Ndy + Pdp. Atque
hinc reperietur curva, in qua fit /Z4x maximum vel mini-

mum , formando hanc »quationem N — 3—-5— ==o feu Ndx =—

dP. ’
CoRrRore:r IL

23. /Equatio hxc igitur femper erit differentialis fecund; gra-
dus, nifi in P plane non infit p. Nam fi p continetur in 2 ,

tum in 42 inerit dp; quod ob p = ‘% diftcrentialia fecundi
gradus involver.

Cororr IIL

24. Quando ergo in differentiali ipfius 4Z = M dx Ny
+Pdp quantitas P adhuc in fe compleitur p; tum, ob 2qua-
tionem pro curva quafita differentialem fecundi gradus, duz
novx conftantes arbitrariz per integrationem ingredientur, Ex
quo ad harum conftantium determinationem, duo curve punéa
prefcribi poterunt ; alias enim non una fed innumerabiles curve
reperiremeur..

CoRrRorIL IV. . .

25. Ut itaque’ hujufmodi Problemata determinare propoman-
tur , ita funt enuncianda , ut per data duo pun@a curva duei
debeat, qua, inter omnes alias curvas per eadem pumcta duftas,
pro eadem abfcifla x valorem /'Z 4x maximum minimumve com-
pleGtatur. .

CoroLL V.

26. In P autem quantitas p non inerit, fi Z fuerjt fun&io ip-
fatum » & y tantum,, per p yel per 72+ denotante » nume-
' - rum
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rum conftantem , multiplicata. Sit enim ¥ fun&io ipfarum «

& g tantum ; ita ut fit V== Mdx+ Ndy; atque Z =V(»

+p). etit dZ=—(m+4p) Mdx+.(»+p) Ndy+ Vdp. Hinc-
que zquatio .pro curva quzfita erit o = (#}-p) N — %’,
feu (s+4p) Ndx =—=dV = Mdx + Ndy.

Cororr VE

27. His igitur cafibus, quibuseft Z =V (#-+p), exiften-
te V funtione ipfarum x & y tantum, non pervenitur ad zqua~
tionem differentialem fecundi gradus: quia4p in ea prorfus non
meft. Verum nequidem ad differentialem =quationem primi

gradus pervenitur ; fed adeo ad algebraicam. Nam cum fit .

padx==dy, erit (n+p) Ndx==nNdx + Ndj; quod ipi Mdx
+ Ndy xquale pofitum, dabit zquationem per dx divifibilem,
adeoque algebraicam, hanc # N =M, fiquidem V fuerit func-
sio algebraica.

CoROLL V'I.L

28. Quoties autem' hoc evenit, maximi minimive formula ,

que et /Zdx, erit talis formz , /(P adx+ Vdy), vel pofitor

» =—o0, talis [Vdy. Hujufmodi igitur maximi minimive for-
mulz pariter ad 2quationem determinatam pro curva quafita de-

ducunt , itaut non liceat unum plurave pun&a prafcribere, per

quz curva tranfire debeat.
" Cororr VIIL

39. Pofita igitur V" funione ipfarum x & y, ifta maximfi
minimive formula /¥ dy pari modo traGtatur, quo /¥ d x.
Nam, pofito V' = Mdx+ Ndy, formulz [V dx refpon-
det 2quatio pro curva hec N=o, ita alteri formule] [V dy
refpondet zquatio M=—=o0. Ex quo perfpicuum eft coordina-
tas x & jy inter f¢ commutari pofie.

F 3 SCHO.
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 go. Apparet itaque in folutione hujufmodi Problematum,
quibus queritur curva valorem formule /Z 4x maximum mini-
mumve habens, exiftente Z tun@ione ipfarum x, y, & p , per-
veniri ad #quationem differentialem fecundi gradus, nifi in Z
quantitas  unicam tantum habeat dimenfionem. Szpe nume-
1o autem ifta 2quatio differentialis fecundi gradus integrationem
admittit, de quo in fingulis cafibus erit videndum. Interim
hic annotafle juvabit, generaliter integrationem fuccedere , fi
in fun&ione Z omnino non infit x, hoc eft, fi in cjus differen-
tiali dZ=—Mdx + Ndy+Pdp valor M evanelcat, ita ut
fit tantum dZ=—=Ndy+ P dp. Cum enim pro curva inventa

fit hec zqua_tio. k—-—j—i’ == o0; multiplicetar ea per dy, &

quia et dy=—=pdx, ea abibit in hanc Ndy —pdP —o,
cui wquivalet ifta Ndy+ Pdp —Pdp+pdP—=dZ, cujus
integrale eft Z4+C=~FPp, quz zquatio jam tantum eft diffe-
zentialis primi gradus. Quoties ergo inter omnes curvas ci-
dem abfciffz refpondentcs ea quaritur, in qua it valor formu-
iz /Z d x maximus vel minimus , atque Z tantum fit fun&io i
farum y & p, ita ut fit AZ=—=Ndy+ Pdp; tum, procurva ig:
tisfaciente, ftatim exhiberi poterit @quatio differentialis primi
gradus ifta Z+4 C==Pp. Deinde vero etiam, fi Z fuerit func-
tio ipfarum x & p tantum, atque dZ = Md x4 Pdp, evancl
cente termino Ndy, tum pro curva prodibit aquatio differen-
tialis primi gradus. Nam, ob dP =o, erit P=C, quz pro
curva quzfita dabit zquationem differentialem primi gradus tan-
tum. Quod fi autem infuper M evanefcat, feu Z fun&io fit
ipfius » tantum, & dZ=—=~Pdp; xquatio inventa P=—C tranf-
mutabitur in iftam Pdp=—Cdp=—=dZ, quz denuo integrata
dat Z4+D=0Cp. Hoc autem cafu, quia Z & P funt fun&io-
nes ipfius » tantum, utraque zquatio P—=C & Z+4 D —=C},
prabebit pro p valorem conftantem ; ideoque ®quationem hue
Jus formz dy ==ndx , qua indicac hujufmodi Problematis fatists-
cere
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cere lineas re@as, & quidem quafcunque utlibet du@as. Nam
" in aquatione P=C, ecum Cfit conftans arbitraria, valor ipfius
# non folum conftans, fed etiam arbitrarius evadet ; ex quo linea
re&a quecunque refultabit. Quamobrem fi per data duo pun&a
curva duci debear, in qua fit /Z 4 ¥ maximum vel minimum, ac
Z fit fintio ipfius p tantum , tum fatisfacice linea re&a per illa
data duo punita dutta. ' .

SCHOLION L

3r. Quoniam fupra jam vidimus in hujufmodi Problemax
tis coordinatas x & y inter fe commutari , atque, i commodum:
videatur, applicatam y tanquam abfciffam tra®ari poflfe, idem:
hoc quoque cafu confirmari juvabit. Sit igitur curva invefti-
ganda in qua fit /24y maximum vel minimum, exiftente Z
fun&ione ipfarum x,y & p, & dZ=Mdx+ Ndy+ Pdp.
Hzc autem formula /Zdy ad noftram formam' redu&a abit in

fZpdx:in qua eritd. Zp=—=Mpdx+Npdy+(Z+Pp)ap: -

ex qua formule propolite valor differentialis refpondens erit
(Npdx—dZ-—Pdp—pdP jny—= (— Mdx—a Pdp
— pd P) my: & zquatio pro curva quafita erit o=-— Mdx
~— 2 Pdp—pdP; feu o—=—Mdy—d.Pp*. Qinod fi
aunc ad fimilitudinem oftendendam, quia hic y tanquam abfcif-
‘fam confideramus, ponamus dx=—=xdy, erit p= -;‘rd& dp =

—_4r =-—ppdx; crftdZ'=Md.’.t'+N:dj -—-P'}’p‘d1='

xx
Mdx+Ndy+nd=, ponendo n =-— Ppps.ut fimilitudo

" terminorum confervetur. Quapropter 2quatio pro-curva erit o==" "

~— Mdy+dn; quz eadem- xquatio prodiiffet, fi in for-
mula /Z dy, applicata y in abfciffam & viciffim abfciffa in appli-
catam tranfmuretur. Propofita igitur quacunque formula indeter~
minata ex x & y horumque differentialibus compofita, que de-
beat eflfe maxima vel minima; coordinatarum x & » utramlibet
licebit tanquam abfciffam tractare , ad eamque maximum mini-
mumve accammodare.. ~
: EXEM-
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ExemMmPrum L

32. Inter ommes curvas ad eandem abfiiffamrelasas, eam determi.-
ware, in qua fit {((Zdx +[Z] dy ) maximum vel minimum ; exif-
semisbus T.& (1] funclionibus quibsfcungue ipfarum x &y, ita
fit d2=Mdx +Ndy & d[Z1] = [M]dx 4+ [N]dy.

Ut formula hec/( Zdx +[ Z]dy) ad formam receptam redu
catur , ponatur pdx loco dy ; habebiturque hzc formula /1 2
+ [Z]p) dx maxima minimave efficienda. Differentietur ergo
valor Z +[Z]p; eritque cjus differentiale = + Md x4 Ndy
+ [M]pdx + [N]pdy+[2]dp.

Jam per regulam inventam, hinc pro curva quafita ifta pro-
dibit 2quatio, 0 = (N + [N]p) dx— d[Z] = (N + [N] p)dx
—[M]dx— [N]dy: quz , ob [N]pdx = [N]dy, per dx divifa
dabit hanc ®quationem pro curva quafita algebraicam feu fi-
nitam N— [M] =—o. feu N =[M]. Hinc intelligitur fi formu-
la propofita /( Z dx 4 [Z] dy) fuerit determinata, fgeu differentia~
le Zdx 4 [Z] dyita comparatum, ut integrationem admittat ; tum
nullam lineam quafito efle fatisfaGuram, feu potius omnes li-
neas zque fatisfacere. Nam fi Zdx 4 [ 2] dy integrationem ad-
mittit , per fe erit N==[M]; uti alibi de formulis differentiali-
bus duarum variabilium determinatis demonftravimus ; ideoque
his cafibus prodit 2quatio identica o =o. Hincque luculen-
ter intelligitur, quod jam ante notavimus, maximi minimive for-
mulam oportere effe formulam indeterminatam ; alioquin enim
omnes linez curva zque fatisfacerent.

ExaMmrpruMm I

3' 3. Inter omnes lineas ad candem abfeiffam relatas , determinaye
cam , cujus longitudo fic minima; feu in qua fir {dxy (14 prD
minsmum, '

Primum quidem apparet in hac quaftione maxifium non da-
: ri ,
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ri, cum linearum longitudo in infinitum augeri queat , manente
abfciffa eadem. Ita minimum tantum habebit locum, id quod
ex ipfa Geometria elementari conftat, in qua demonftratur li
neam reéam inter omnes alias lineas intra eofdem terminos fi-
tas eflc brevifimam. Hoc igitur. Exemplum ideo attuliffe vifum
eft, cum ut confenfus noftre Methodi cum veritate aliunde
jam cognita intelligatur , tum etiam ut circumftantia de duobus:
punis arbitrariis, quz ad hujus generis quaftiones addi debet,
melius percipiatur. Erit igitur; formula /dx v (14pp) cum

: _ —_rd
g.cncra,ll fZdx comparata, Z =v(14pp), &dZ= VO *

— — = 20 :
unde fit M==0, N==0, & P—vm. Quaré, cum in¢
genere ®quatio pro linea quafita fit N — é—i ==o0, habebi-
—o0: i — P —
mus hoc cgfu dP =o; xdcpqug P= N ET Conff. ex
qua zquatione oritur p = Conff. =—un, feu dy=—=ndx, que .
denuo integrata dat y== 4+ »x. Non folum ergo patet lincam
quafitam efle retam, fed etiam ; ob duas arbitrarias conftan-
tes « & 7, re®am utcunque dutam. ~ Quare fi per data duo
pun&a linea duci jubeatur breviffima, erit illa reta. Similiter
autem intelligitur, i linea debeat inveniri, in qua fit /Zdx,
ubi Z eft functio ipfius p tantum , maximum vel minimum,
‘tum lineam retam tantum fatisfacere ; uti ante jam notavimus..

Exn:{arnuu I1L.

34. Inter omnes curvas «d eandem abfciffam relatas, deteymina-

re eam,_ in qua fit { XV FPR) rimum vel minimum.

Vx

Hzc formula oritur , fi quaratur linea celerrimi defcenfus ;
in hypothefi gravitatis uniformis, ponendo axem in quo abicif

fe ' capiuntur verticalem. Erit igitur Z = —‘-/—(I—V% & dz
Euleri d¢ Mux. & Min. o G =
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—"‘—‘:Jﬁ‘&"ﬂ)-i- x;d ; unde it M=—=—X0F+m) .

2xv/x -+p) 2xy x  *
N=o0,& PL_W)' Cum jam curva quefia expri-
matur ®quatione N—;—f—::o; etit dP=o0, & P (=
____'__ . SRS S L J—
‘/x('_._”)) —; Conff. = 7 b qux redudta prabet 9* —x
+Psx,&)=zi= Va—x-x’ fcu]=fdx V‘_”_x, que

=quatio indicat, curvam quafitam effe Cycloidem fuper bah
horizontali natam , & cufpidem in fuprema axis regione haben-
tem: quzadeo per data duo quzcunque punta duci poterit.

ExemMrruom 1V,
35. Inter ommes eurvas cidem abfiiffa refpondentes, eam deter-

minare in qua fit { yn dXy (14-pp ) maximum vel minimum.
Pro hac ergo formula propofita erit Z==y" v/ (14-2p) &
== =1 ._Z_'if_‘l_'_.- 1 —
dZ = »ny | dy\/(l+pp)+v(‘+”’)' ;irautfiat M—o0,&

e Lo —___ 2
N=—nrny .\/(1+pp)atqueP— CETTI,
Quoniam igitur eft M —o ; ftatim pro curva quafita habe-

bitur ifta zquatio femel jam integrata Z 4-C=Pp (30), qua

7 I ,Z.PP .
noftro cafu fit y° V(1+4pp) + ma VEETD) Quod fi

ponatur conftans « =—o, prodibit 14-pp==pp, feu p==os,

fatisfacietque linea re@®a norgalis ad axemn Generatim véro

linex fatisfacientes reperientur ex zquatione, quz abit in y'

+ ma” V(14 pp) =0, feu _’2" = w4 m’dznp'; qua dat

p(.:-_-‘-l-z =V —nla ) =) y K x=1 ma'dy 3
dx /4 e : tl(,”i—m’a“)

quz
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quz linea per data duo pun&ta duci poteft. Si fuerit » =

— 1, itaue 22y (VI +#2) debear effe maximum vel minimum;_
pariter prodire debet linea brachyftochrona ad axem horizon-
talem relara; eritque pro ea x=/'dy y —— ; que cum

a

przcedente omnino congruit, dummodo coordinatz x & y in-

ter fe commutentur.  Erit {cilicet, ut ante, curva fatisfaciens Cy-
clois fuper bafi horizontali rotando generata, qualem per data
-duo quecunque punta ducere licet.

Exemrruom V.

36. Inter omnes curvas cidem abfciffa refpondentes cam determi.
H
nare , in qua fit Ti%—d%‘ maximum vel minimum i

Formula hzc ad formam confuetam, ope fubftitutionis &y =pdx,
3
redu&a, abit in hanc/’ r’x—"fp—";; eaque reperiri folet , fi quaratus

folidum rotundum rotatione curva circa axem ortum, quod fe-

cundum axis diretionem in fluido motum minimam patiatur

refiftentiam : refiftentia namque hoc cafu proportionalis cenfe-

_'Z_dll’—_ 'Lp;‘l——x. El'.t 1y Z = —-!.I’_‘

tur formulzj"jx,_i__d’. fel:j']_‘_Pz)- it ergo TF72
d +r*). . -

dZ=— 122 2EPI3PEE V) jea ue fat M=o, N
& v T G ’

- ! — 2 (34pp) - —io =
= I:_” &P = -—(%:*_-"—)r Cum igitur fic M—-c.l
una integratio genecraliter fufcedit, critq’ue( aequaﬁ)o pro curva

—_— P —ry(3+m). :
quafica Z 4C == Pp, fcu-l%’_—p; +a= eI quz abit
in hanc «(14pp)* =2 p’y. Hujus zquationis autem evo-
lutio non ita poteft inftitui ut eliminetur p; quare conveniet u-
tramque coordinatam y &-¥'per eandem variabilem p definiri

Ac primo quidem eft y = aCitp) Deinde, obdy ==pd=x;. -

2p?
G 2 erig

PO O T

NS~ RN

RS R

Y e L
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erit dx — %Z'&x:/’é? 2- +j’d" Quod fi ergo

® loco y valor inventus fubﬁituatur, prodxbxt * == —‘;*;’L—
- j.u(x;i-n) : (431,‘ +_T +14 Ip): ex qui-
_bus curva conftru@io poterit confici, logarithmis in fubfi-

dium vocandis.
Exenrruom VL

37. Devenire curvam , in qua iffa formula { yxdxy (x4 pp)
Jfit masimum minimumve.

Erit ergo z=yxv (14pp), atque dZ =ydxV (1+pp)
o+ xdyy/(1+pp) + V-—’-ﬂ—dl. - Hanc ob rem habcbitur M=

(1)
W (r4p), N=xv(1+p) & P—-W’T"::___); unde
zquatio- pro-curva formabitur hac Ndx — 4P, qua fuggerit
d Yy — ? xdx+ypdx ’;dp
‘x X\/(.I'*‘ff) V(‘+PP) + (]+PP)3:3’ feu

xd% +—ydy = x+”, ob 4y = pdx. Huc eft ®quatio dif

ferentialis fecundi gradus , & quanquam, ope idonearum fubfti-
* tutionum ea ad formam fimpliciter differentialem reduci poteft, eo
quod variabiles x & y ubique eundem d:menfionum numerum con-
ftitbunt;tamen @quario ifta differentialis ita eft comparata nt neque
integrari ncque feparari poffit; deduci fcilicet poteft ad 2quationem

hujus forme d—',‘- + i’i _.."’"_;_”(_'_‘FL' Qwod cum ita fit,

neque xquatio inventa xdx — yd y =22 +”; ad formam vel

fimpliorem vel commodiorem revocari poteft; hincque nihil
admodum de natura curve inventz judjcare. licet. Interim ta<
men illa zquatio potentid duas arbitrarias conftantes mvolvxt,
@ quo cwrva fatisfaciens per bina pun@a data duci poteft.

Exem
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- Exempepruwmm VIL
38. Irvenire curvam, in qua fit f(xx+yy) dxv (14+pR)

_maxinum vel minimuns.

Cum. hic fit Z = (xx4yy)*vV (1 +pp), erit 42 =
xx d
oty (xdebydy)d o) + SEDE,

crgoN-——z»-(xx-}-”) ' ,‘/(!_*_”)&F*(xx'tzz)_l 5

vV (x4pp)
€X quo. pro curva quzf' ita. ifta habebitur =quatio
»( _ d —d (’“"F‘VJ) | S—
am(axty3)" 7 ' ydxv/ (14pp) CEST))
2n(xxry)” _p(edxdrydy) |, dplxz-fyy)”
v (14-27) * (1 pp > T BT

Cex+p)" " divifa, ac per v (1 + ) muliiplicata, abit im
— : (xx~f-yy) dyp 2 n ( ylx—-xdy)
z»yd; = 3nxdy <+ T 7 fen zs ¥y
P‘

-t Hujus zquationis utrumque: membrum integra~
bile eft per quadraturam circuli, fitque integrale a» A tang. -J

Sm—
—

..__.Atang 2+ A tang. &= A.tang, L——k. unde fier ;f =

M
tang. — Atang l‘_ﬂ;{ ==T; eritque F fun@io algebraica i 1p-

fius p, dummodo ht 2 » numerus.. rationalis. Cum ergo.fit

== Ty, feu y= + erit d]-—pdx;. d—;— xdT five xdT"

T ° ‘
= Tax—pTTdss ideoque 2% T_"_’;”. + Lok
— T2 i unde prodit 2x—/ —/’—— QU qui=-

Jio— 1—pT
dem ad conﬁruendam curvam abunde fatisfaciunt. Verum ut ha~

fum curvarum, qua pro definitis exponentis # valoribus prodennt 5.

matura melius cognofcatur , Cafus nonnullos contemplab mur..
L Sit =1, & am==1; erit Atang. 5-——Atang f:;:
@ 3
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. x _ k+pr ___kdx+dy N —_
ideoque Y T i—kp — dx—kis’ feuxdx — kxdy —

kydx + ydy; que integrata prabet x* — y* =, £xy + C;
quz eft zquatio pro Hyferbola 2quilatera. i

ILSit =1, & 24=12; erit 2A tang. -’;—- == A tang.

tp _2xy k+p
—ip° fcuAtang”_xx._.Atang. —% unde fic

,,ii,xx =dj;d_x_+:;,, feu 2xydx —2kxydy ==kyydx
—kxxdx +yydy— xxdy; que integrata datyx® = & yt x— L kXt
+3:y 4 C. ﬁve,’-l—;[]'x_.;]xl__ix; —C.

IIL Sit3==1, feu 2.5 =3 ; erit 3 Atang. 5— == Atang.

2 3

3£y xdy —xtde -k x}dy==ky' dxtydy— 3 byx* dx—3yx*dy;
que integrata dat f y*x* — kylx — 1x* 4 kyx? Lyt =
C, fcuy"+ 4ky' x — 6y x* —4kyx'+x*=~_.

Ex his jam cafibus colligi poterit zquatio integralis pro valo-

re quocunque -ipfius ». Cum enim fit 2 » A tang. ; = A tang,

eI, __ 2‘.71(227-1—1)(211‘:—2) "2” _3x! + &c.
2n(2an—1)(2n— 2)(2’1_3)}‘ M—4 4 _ &e.

2”]2

2n_ 2n(2n —1) an—2

I A T
— OFxy—n)*—¢ —ev—n¥ . dgdx'+dz
x —kdy

(y-}-x\/-—-l)znv/— 14(y —xV-l)znV—I
Oy —1) " —(y—xy — )™
O+ xv—0)"y — 14 y—ay —1)""y—1
bet £di(y+x v/ — 1Yy 1phde(y —wy—1)?y — o
F Ay Gtxy — 1) —kdy (g—xy — 1)
=D O+A— )" —1 4 dy (y—ay—)"

—dx () + 4V 1) e (y—s/— 1)** cujus integrale
cft

; que redulta pras
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Cﬁ"(]—i-”V-—!)2"+t——£(j—-x\/-—x)2n+l = —

e O R T A VA

+ C, feu C==(y+xy—1 )" " (bv—1+1)
4+ (y—x« x/——-x)"H'I (r —4y—1). Atch
 generaliter (y+x¢_x)’”+’ + (,_xy_,)w‘
(yy+xx)(z"+ D2 cof, 5 » Atang. ;—, atque .. . . o
('f-l-x\/—- Y )znh

2nt1

— (—xy/ — 1)
\ % -
fin. 22 A tang. Qubus valoribus fubftitutis, prodibit 2qua-

I (”+xx)(izn+l).’2

uomtcgrahsabxmagmarus hbctahaec:lr(”+xx)(2"+') 2
fin. 2 » Amng ] 2(7]+xx)(2”+l)2cof znAtang =

4 C: vel, ob conftantes arbitrarias # & C‘, ifta C' =
(JJ+"")(M+I)2(I' fin. 2s A tang. = + b cof. 22 A

tang. = ) quz 2quatiq femper cft algebralca, dummodo fue-

Tt » numcrus rationalis, Vel fi arcus quidam circularis arbi-
- trarius ponatur =g, curva quafita hu)ufmodz zquatione C

= (”__l_xx)(zn-l-x)z fin (g+ 27 A tang. ,—) exprimi
poteft; pofito radio circuli, quem hic contemplamur , =1.

S§CHOLION 111 .

39. Siergo, inter omncs curvis eidem abfciffz refpondentes,
¢a debeat inveniri, ua fit [Z4dx maximum vel minimum ,
exiftente Z fun&:one ip %,y &p, itaut it 4 2= Mds
+Ndy o+ Pdp; pro curva quafita ifta habebitur aquatio

R
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N— ;I—: =o0. Quoniam autem in Problemate precedente
annotavimus, fi Z tantum fuerit fun&io ipfarum x & y, tum
Methodo vulgari folutionem abfolvi poffe: nam ut f'Zdx fit
maximum minimumve, etiam Z dx, ac proinde Z tale efle opora
tet, refpeu ad x habito; & hanc ob rem differentiale ipfius
dZ, fumto x conftante, nihilo 2quale pofitum dabit zquatio-
nem pro curva quafita. Similis Methodus fuccederet in pre-
fente Problemate , fimodo in differentiali ipfius Z, quod ori-.
tur pofito x conftante , atque eft Ndy 4+ Pdp, relatio inter
differentialia dy & dp pateret , ut per 4y divifio inftitui, atque.
valor finitus nihilo aquandus erui poﬂgt. Cum autem iftam .
relationem inter dy & dp , fine qua Methodus maximorum &
minimorum vulgaris adhiberi nequit, a priori definire etiam-
num non liceat, poterimus eam a pofteriori affignare: Quia e-

2]

nim inventa eft zquatio pro curva quefita hec N — j—i =03
intelligitur, hanc ex illa Ndy 4+ Pdp, feu N+ %j—’oriri po-
tuifle, fi conftitiffet effe — ar__ -‘g, fouo— dP+Pd' ;

dx ?
ob dy =pdx. Quocirca relatio illa inter differentialia 4y &
dp ita erit. comparata , ut contineatur aquatione pdP + Pdp
==o0; qux proprietas ad hanc redit-ut confiderari debeat Pp
tanquam conftans. Hinc ad Prob'emara refolvenda, in quibus
curva queritur habens valorem formule /'Z4x maximum vel mi-
nimum, exiftente /Z = Mdx + Ndy + Pdp; valor ipfius Z
debet differentiari , atque in differenciali- Mdx+ Ndy+Pdp,
loco Mdx poni debeat o, Ny immutatumrelinqui, tum veroloéo -
Pdp fcribi — pdP; & id quod emergit nihilo zquale poni.
Hoc enim pa&o obtinebitur Ndy — pdP —o; qua zquatio,
ob dy =pdx, tranfit in hanc N — -3—:—: = o, quz eft ca ipfa
quam invenimus. Defideratur itaque Methodus a refolutione
geometrica & lineari libera, qua pateat in tali inveftigatione ma~
ximi minimive loco Pdp fcribi debere — pd P.

- Pro-
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ProrosiTIO IV. PROBLEMA.

g0. 8i Z fuerit funckio ipflarum Xy, p & q, sta st fit dZ
=Mdx + Ndy+Pdp + qu 5 énvenire, inter omnes cur-

vas cidem abfiiffa refpamkam > cam in qua fit {2 dx masimum

wvel minimum,

S OL U TTINO

Valor formule ‘integralis /Zd x evolvitur in'binas has feries
Zdx 4+ 2dx+ Z'dx+ Z"dx + &c. & Edc +Zdx + Z,,dx
+ &c. quarum aggregatum maximum erit vel minimum, fifin-
gulorum terminorum valores differentiales, qui oriuntur angen-
do applicatam y partxcula nv, colllgantur, & nihilo zquentur.
Tali autem applicate ] incremento mutationem patiuntur liete-
2y p.p 34959 deoquc ii-tantum termini in quibus i~
te littere miunt, hoc eft termini Z,dx , Zdx & Z'dx. Ad
horum terminbrum augmenta, ex tranflatione punéti n inv orta,
invenienda, diﬂfercnti‘entur ii, eritque

4. 2dx— dx (Mdx + Ndy + Pdp + Qd{)

dzZdx=— dx(Mdx + Ndy+Pdp +Qdyq)

- d. z,dx=dx (M + Ndy, +P,dp,+Qudg)
Jam vero, quia ablciffa x ab illa tranflatione non afficitur, po-
nendum cft ubique dx = o : deinde vero reliquorum dlffcren-

. tialium valores ex tranflatione pun&i n in y orti, per. primam
hujus Capitis Propofitionem ita fe habebunt:

" 2n
dy= o |dp=0t73l|dg=—73
d,=— o dp,= o dg, = -} ‘-;1—"!5

Euleri De Mux. & Min. ) | H His
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His differentialium per n, expreflorum val_origus fubftitutis,
prodibit fequens valor differentialis, # . dx (N — 7= + Ii + d‘_f"

20 . &y __dp ddg
— B =m i (N— 4 R
( -—g + ‘IdQ') ob 4dQ —ddQ. Quamobrem pro cur-

dx*
va quafita ifta habebitur zquatio N — j—i -‘1—:;?,— = 0.

Q. E L

)=—uay. dx

Cororcrr L

41. Quod fi ergo in maximi minimive formula /Zd infint
etiam differentialia fecundi gradus, feu, quod idem eft, fi Z
fueric funio ipfarum x, y, p & ¢; ita ut fit dZ = Mdx
+ Ndy+ Pdp + Q4d4g; xquatio pro curva quafita crit N—
5—5 + %%_—_.Q,-, quz facile ex differentiali ipfius Z forma-
bitur.

Corocrrn IL

42. Si quantitas @ ipfa involvit ¢ vel differentio~differentia-
Te ipfius y; tum 44 Q continebit differentialia quarti ordinis, in
bocque genere erit quatio pro curva inventa. Ex quo cur-
va fatisfaciens per quatuor data punca traduci poterit.

CoroLrL IIL

43. Siigitur in @Q contineatur 4, tum Problema ita deter-
minate propanendum erit, ut inter omnes curvas per quatuor
data pun®a du&as ca definiatur , in qua /Zdx fit maximum
vel minimum.. .

SCHOLION L

44. Ponamus in 'Qnon contineri ¢, ut ipveftigemus cujuf-
nam
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nam gradus futura fit xquatio differentialis refultans. Accidit
autem hoc, fi maximi minimive formula propofita fuerit hujuf~
modi [Zgdx, exiftente Z fun&ione tantum ipfartm x, y &
p: ita ut fit dZ=—= Mdx 4 Ndy+ Pdp. Hinc igitur erit
d Zg=—Mqgdx+Ngdy+ Pgdp+ Zdgq: unde pro curva '
quafita orietur zquatio hzc o = Ng — F dq;l’-‘ gdP
+Jde <+ ANdy 4 Nddy =4 Pddo - dPdy
 dx*

> vel o=2Ndp+ dM +pdN: qua zqui-
pollet tamtum =zquationi differentialis fecundi gradus , propter

, feuo=—=2Nyg
dM+ pdN
+.4.—2-x

dp = % quod ineft. Si igitur curva defideretur , in qua fit .

S2Z gdx maximum vel minimum , exiftente Z fun&ione ipfa-
rum x, 9 & p, arque dZ= Mdx+ Ndy+ Pdp; procur= _
va quefita habebitur zquatio 0 == 4M +-2Ndp+-pdN.

Corovrr IV.

45. Ut revertamur ad zquationem inventam N — g+ %‘%"

=—o; patet eam fore generaliter - integrabilem fi fit N=o ,
hoceft fi in Z non contineatur y; prodibit enim integrando

C—P+ %:o. Si infuper fit P = o, alteta integratio fuc-
cedit , qua prodit Cx 4+ D— Q = o. |

CororL. V.

46. Si fit M=o, pariter una integratio in genere fucces
dit: cum enim fit d Z=— Ndy + Pdp + Qd4¢; multiplicetut

®quatio N——‘:—Z + 442, per dy , feu pdx ,habebitur Ndy

dx
— pdP + j’i =0, Addatur dZ—Ndy— Pdp —
. o H 3 Rdyq
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Qdg==o0, orietur /Z — pdP — Pdp + ’—"Zig' — Qdg

==o0; cujus integrale eft Z— Pp + ”jf———Qq =C.
Cororr VL
47. Si fuerit & M=o & N=o0; erit primo, ob N =o0,
ut fupra, C— P+ 5—%:0. Deinde cum fit 42 == Pdp+ Qg.
mhltiplicemr illa 2quatio per dp, feu gdx, erit Cdp— Pdp
+g9dQ-—=—=o0: addawr Pdp + Qdg— d £ =o0; prodibit

Cdp + Q49+ 94dQ — dZ—=no0, cujus integralis elt Cp
+D+ Qg — L=o.

$ CH OGLIION IE

48. Si_nexum wquationis invente pro curva quafita, qua
habeat f'Z dx maximum. minimumve , cum differentiali ipfius
Z infpiciamus ; deterninare licebit relationem- inter differentialia
dy, dp & dg, ue differentiale ipfius Z nihilo 2quale pofitum,

rabeat 2quationem pro curva quzfita. €Cum enim fit 2 =—=
Mdx + Ndy + Pdp 4 qu, comparetur cum- hac forma

zquatio pro-curva , N— + 'UQ

== o0 , feu hazc per

dy==pdx multiplicata, qua erit Nd] — pdP +PddQ —o0;

unde patet,, in differentiali ipfius Z, loco Mdx fcnbx dtberc 0,
at terminum Ndy invariatum relinqui, porro loco Pdp fcri-

bendum effe — p4 P, ac loco Q4g poni debere - dQ Ve-

rum quoad hc a'priori pateant, praftabit formam a:quanoms
inventz retinere, quippe qua facilememoria teneri poteft, Ce-
terum. notarrdum eft Problemata huc pertinentia omrine effe no-
va, neque adhuc ab jis qui alias de hoc argumento {cripferunt
pcr{m&ata Alias enim Scriptores maximi minimive formulas
contemplari non confueverunt, nifi in quibus ad fummum " dif-

ferers
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ferentialia coordinatarum primi gradus ' ineffent. Quamob-
rem eo magis erit opere pretium naturam hujufmodi Problema-
tum accuratius indagare, atque inprimis oftendere,, quomodo
curve fatisfacientes: quatuor pun&a, per qua tranfearit, ad fuf
determinationem: admittané,  Hunc in' finem fequentia Exem-
pla adjicere vifum eft; atque in fingulis indicare , quz ad ma-~
jorem illuftrationem’ facere poterunt:

ExeEMerrunM L
; o ey dd
49 Drvenire cuivam, in qua fit £ mascimum vel mi-
xmdy
aimum.
Ifta maximi minimive formula, ope fubfttutionum dy=pdx;
_ " .
& ddy ==gqdx*, abit in hanc'/'—-?7(1—4ﬁ » qie cum fit fi-
N . . ~ - ‘x P . . '
milis formulz §. 44 traftare /Zgdx ,; ubi in' Z tantum. x, y&
”n

2 contineti pofutmus , fiet ; comparationeinftituta, Z2'==--2_.

m- Y
xp

. m'iy” dx n)‘zn'— l(l) " dp o .
& dZ = T + p - ‘,m. -3 unde erit M
: x P X p X" p¥ ‘-

) L " el . #e—r
'=~—--—r—7;"%—‘,»&N_—_~*- Z2.v; hincque Np == 2.

% ? x p x

€Cum igitur pro curva quefita, inventa fit hec xquatio o ==

—_—

AM + 2 Ndp + pdN == d M + Ndp + d, Np, habebimus'

'y ; . . . . ) .-: n .- .
pro noftro’ cafu’ hanc’ aquationem o == 'ﬂm—';'{;zf)J_.d?
e _ ) AN
” .-'1» ) . "-' . N "_‘ . ' n__}\ .
fpny- d] I my t{P By dp n(,n,—l . d "
~mty. . #- LRt li’[’ + m + . )”‘m’ Y 4

. % P
L, H 3 —
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-1 mix

— muy dx quz multiplicata per .f__—tf— mutatur in hanc,

mt 1 ”—

x J
o =m(m-rzr )ydy — muxpdy + mxydp+a»x*pdp +
z ("_I’)xp d‘z —winxpdy, feno=m(m+1)y dy
—amnxypdy + n(n—1) x*p*dy + mxy*dp+nx>ypdp:
qua cft zquatio differentialis fecundi gradus, que, pofito y =

' !f vdx reducetur ad iftam primi gradus m (m 4 1) vdx +mxdv
—m(28—1) xv dx+ax*vdv+n*x*v’'dx=—0. Quod
fi autem penamus m=—=o, ita ut maximum minimumve effe

debeat f—-?T‘MZ; habebitur hazc xquatio (w—1) pdy+ydp

—o, quz integrata dabity” ' p = Cyfen y*~ ' dy=Cix
hxcque denuo integrata prabet 9" =Cx+D. Sin autem
namus#=—=o, ita ut maximum minimumve effe debeat hzc for-

,mulaj'di’ 5 erit (m+-1) dy+xdp =0, feu (m+1)pdc+-xdp

x dy
=0, cujus integraleeft Mt Tr=—C, ﬁ:ud]}—_C'x"—'?'__'x dz,
quz denuo integrata daty == —,(;;— + D. Patet autem in

x
his curvis inventis formulam propofitam fieri maximum , non
vero minimum ; nam fi fumatur linea re&a, ob 44y =—o, mani-
feftum eft valorem formulz propofitz minorem fore pro re&ta li-
nea quam pro curvis inventis, .

SCHOLION IIL

so. Ratio hic affignari poteft, cur hujufmodi quaftiones, in
quibus /Zgdx maximum minimumve efle debet, deducant
tantum ad zquationem differentialem fecundi gradus, ideoque
quaftionibus pracedentis Problematis potius fint adnumerande
fiquidem Z fuerit fun&io ipfarum x & y & p. Nam per re-
" dulio-
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du&ionem integralium formula /24 dx, feu/ Z’j i’ » reduci po-

teft ad talem formam ¥ 4 /¥ dx, in qua T & ¥V fint fun&tio~
" nes ipfarum x, y & p tantum, non amplius involventes 4. Cum
igitur T fit quantitas abfoluta, atque idcirco in maximi minimi-
ve inquifitionem non cadat, formula /"z¢ 4% fiet maxima vel
minima, fi /¥ dx talis reddatur; adeo ut hujufmodi. formula
JSZqdx reduci queant ad praecedentis Problematis ftatum; unde
mirum.non eft , quod pro curvis fatisfacientibus xquatio differen-
tialis fecundi gradus duntaxat reperiatur. Quo autem memo-
rata reductio formule /Zgdx feu fZdpad T 4 [Vdx me-
lius percipiatur ; ponamus, cum T fit funtio ipfarum x, y & p,
efle d¥ = odx + ocdy +vdp = (p+op)dx + =dp; &
ex azqualitate [Zdp =T+ [V dx, etit Zdp=(p+cp )dx
+ 7dp 4+ Vdx; unde concluditurr —=2 & V' —— ¢ —ap
Quamobrem ipfa hezc reduttio fequenti modo inftituetur
integretur formula Zdp pofitis x & y conftantibus, & integra-
le erit fun®io ipfarum x, y & 2, qua vocetur . Deinde dif-
ferentietur hazc fun&io I, ponendo p conftans, & differentiale
negative fumtum dabit V'dx, eritque' V” funétio ipfarum x, y
& p non continens ¢. Quoties igitur reddi debet hujufmodi
formula /'Z44d x maximum minimumve, ac z eft funio ipfa-
rum x & y & 2 ; tum queftio, etiamfi videatur ad prafens Pro-
blema pertinere, tamen ftatimad Problema precedens reduce-

tur. Ita i fumamus formulam /- "'1"“’ Lfeuf- ?P,hs. hzc facile:

transformatur in y"/p —a /3" dylp: unde maximum vel mi-
nimum effe debebithzc formula/3" ™ 'dylp, feu /3" " pdxip,
qua per przcedens Problema traata; dabit z= 9" 'p/p; &
Az =(n—1)y"" "dyplp+y" 'dp(1+1p); critque M
==o0, N=(n—1)y" plp & P=y""""(1 +/p). At eb-
M=o, fupra §. 30 pro curva quafita inventa eft hzc zqua-
tio Z-4 C=Pp, quz ad noftrum cafum accommodata pre-
' bet
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ber 5 plp—l»—C’ —] o4 T plp, fivey' To—==
C'; qux eft ca iff1 xquatio, quam ante pro eodem cafu in fo-
lutione Exempli invenimus. Hanc ob rem ad Exempla huic

Problemati propria progrediamur.
EXxXEMPLUM I1.

s1. Invenire curvam A m.guecum fuaevoluta AR & radio ofinli
m R inquovis loco applicato , minimum [pasium AR m includas.

Pofitis abfciffa A M == x, applicata M m—-——]; erit radius
3:2
ofculi mR = —M- ; area autem AR m eft =
SimRodeyv(ir 4 p ?2); Tex qua minimum effe oportet hanc for-
r+pp) dx («+pp\‘, &dz

mulam [ . Erit itaque Z==

— 4(1 +n)pdp —4rp)" 49 | 3 it M=o,

99 :
N=—o, p-_‘_%<_'_‘*:_f"'_‘.!’ & Q = — Q—'%;L) Cum
nunc fit M=o & Z==o0; erit,per Coroll. 6, aquatio ‘pro

curva quafita Z=D + Cp+ Q 9, feu( +PP’ = D4
(-—'tﬂi yhoceft 2 (14pp)* = Dg+ CM Quoniam

porro eft dp =gqdx, feu g = dp, erit zdx_((DltC;P_P);‘f&’
__a=bp

cujus mtcgrale eft x =

+ 6/

X ==

+pp+ f(l +PP)  1+tp2
; + > = ¢: mutatis pro lubitu conftantibus, habebitar

a +l“_’:;;” + &6 Atang. p. Deinde quia eft dy =

padx, cfit y = fpdx =px — [xdp; ideoque y =

b atb
"P"l"l-};-;l;cp +5PAtangp f( + ZI;;P)JP —brdp
: - Atang. p
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_apbpt 4 p? d .
A tang. p = ‘%;’*‘_‘L _f%%—P,obWAtang,p

=bp Avng. p — 4/ 2L Hinceric y= fratir e’

e
+(c—a) Arang. p :,=f + (4_1_2 ;’;“ (b+foee
+ (¢—«) Atang. p. Atque ex his quidem ipfarum x & y valori-
bus per p inventis, curva qufita per .data quatuor punéa duci at-
que conftrui poteft. Verum ut ipfa curva qualis fit cognofcatur, eli-

a C
. L R R
mmgturAtang.p;crttqucAtang.;‘):%-—— rE=ITHE
b+f) '
y C——._f_,,+1’-,—(c i’:, 2?7 . '
=1 — ; atque hinc (c—a)x—by
—a 1 pp :
— (ac — ana—bf) 4 2b(c—a)p+(w‘—"5—bb—bflﬂ.\
14 pp

Quoniam autem ipfa curva non mutatur , etiamfi coordi-
natz conftante quantitate vel augeantur vel diminuantur, erit

(c—a)x —by= bb—(c~a,)‘_;.*-?2:(c_a,)P ; pofito-
. ___bb—aa +2abl’;
que « loco ¢ — 4, habebitur #x — by = +1 -*;” y
. —aat20ebp—10bpn
& fubtra&ta conftante 6 4, erit ax — by== YY)

=—w; erit dw ==dx(14pp); unde emerget ifta zquatio
Ju==‘—§’%zl—;—:_% ; atque porro w==2y($y—ax). Ex-
primit autem 4y — 4x multiplum ablciffc fuper alio quodam
axe fixo affumtz, cui adeo quadratum arcus refpondentis eft
proportionale. Ex quo intelligitur curvam qufito refponden-
tem effe Cycloidem, quz per quatuor data pun&a determina-
tur, atque fic defcripta inter omnes alias curvas per eadem qua-
tuor puncta duttas, minimumcum fua’evoluta concludit fpatium.

- Euleri de Max. ¢&¢ Min. : I Con~

e
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Conclufio hzc ideo aliquantum difficilior fatta eft, quod Cy-
clois pro rea quacunque inftar axis affumpta quefito fatisfaciat,
. atque zquatio pro axe quocunque admodum fiat intricata. Si
autem vel « vel é pofuiffemus =0, quo quidem extenfio fo-
lutionis non fuiffet reftri®a; =quatio pro Cycloide ftatim pro-
diiffer.

ExemrpruomMm IIL

s2. Invenire curvam, in qua fit { en dw, denotante o radiuns
ofculi, & AW clementum curve, maximum vel minimums.

Per pofitiones ante faltas eft dw=— dxy ( r+;,j 8 o—
J-—R—-;:z . (3m41):2
G P 2 3 unde maximi minimive formula erit /° (1pp) dx;

(3mts)2
hincque fit z — ('+P£) &dz=

9

nt] 4

! q
(3% —1):
Quamobrem erit M— o, N:o, p_—_—_(a"""!)(f +£p) 3% —1 :','
4
(3mt1)s
& Q= —n(1 4 pp) . Cum autem fit M— o

ntx

. q
& N=—o, erit, per §. 47, Z— Cp + D+ Qg ideoque
(3mtr)sa o\(3nti):a
('+Pi) =C’+D“"— ”(!+P£)

- q
G o) G pp)? "y dp g 4y
”

s feu
q T
(n+x)(x+p,)(?"+‘):z=(Cp+D')y";« atque
()BT gy

hie = Dy = 4y ¢ PO d¥ = |
iy
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C4Dp — CeDp :
”<x+m“"*" s aque dy=pap¥ - (tpp) TR

Hic autem merito fufplcan licet, @quationem futuram effe fim-
pliciorem , fi alius axis accipiatur. Hanc ob rem concipiamus
alium axem in quo abfciffa fit == ¢, applicata = v; fitque

dv=—ysdt; ac ponaturx=_£"_’_'|"_@_"’. &]-—-@‘_"‘:,21’

Y .
pofito y=1+ (a* + 4" ). Eritcrgo dx= “’“"';B““

. Bdt—asdt dy __ __ B—as
& dy= atque = == p= ppriy- Pl &

Y4
. *(14ss) —_— yyds .
(!+PP)T— %FBT)T’ &dp=— _———(a+8r) Por.
: : PEN
‘ (3%41):m
Y

b

(x +“.)(;n+|):zn

His
(a+85) \
adt4Bdv __ a(a=4Bs)ds
¥ - (I+:,)Q;nﬂ)uu’
to 8 C=—=«D, & mutata conftante. Porro autem fit 4y

— Bdt—adv __ ‘(3“—‘“)"’,&conjun&improditlt

(I +PP)(3”+I)-'3”=

(3n+1):m

fubftitutis, erit dx=—= pofi=

- (322 % 5)2am

=4 (14s5)

ads asds

= ( I+”)(;n+1/'zn’ (I+I )(;tﬂ' 1):an’
has coordinatas 2que x & y appellare poffimus ac pra:cedentcs,

d
ﬁet:—p,atque dx—.(l+P;){;n+x).2n » & dy =

» que ex przcedentibus oriuntur, fiibi po-

&dv=— Cumnunc

apdp
(3nt1)an

(xpp)
natur D==o: ex quo perfpicuum eft, latitudini folutionis fu-

perioris , in qua inerat C+4 Dp, nihil omnino decedere, ctfi
ponatur D =o. Eadem fcxhcet prodit linea curva, quicunque
2 - valor
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. walor littere D tribuatur, etiamfi alia 2quatio inter x & y pro-
weniat; verumtamen ad alium axem relata. Notareinterim cone
venit pluribos cafibus curvam algebraicam fatisfacere ; quorum

quafi primus eft fi »=1%, quo erit x — f—"—dL‘,_z_ =

. gr+n) o
‘.,_P_.(_IL'-_T;E.PT), &1:_"._1}“1_"_; :‘_._Ta_;.__’; unde fiet
(pp)” (rpp) (rtpp)™”

Y & =y24 ¢ ibus fbfti-
(1 4pp) 35 &2? Y533 r‘, quibus fubfti
tutis refultat x=— (2 ¥ “_{9)_ + )V ("/'9‘;; —— 1), zquatio.

algebraica pro curva, cafu quo eft #=".

ExxMmrrum 1V, ;
: , : d x
3. Drvenive curvam , in qua fit valor hujus formula { Ld—ﬁ—;i
PIINSKI IBINIMINS.
Pater primo maximum locum hebere non poffe, quia in li-

mea te@a fit ddy==o.; ideoque valor formule propofite infi-
nite magpus. Quamobrem. videndum eft in. quanam linea cur-

va fiat valor formule /. ﬂji minimus. Hzc autem formu-

Ia per fubftitutiones noftras abit in hanc /’?—’—;1’-‘ ; eritque Z =
.2“}!, & dz—_-;‘-’_;'! +L§2-"¥f; erit ergo M=o, N=
—;— y&P=2L & Q= ﬁ. Quoniam autem eft M==o;
eurva quefita a:q’ucnti exprimetur zquatione Z — Pp —Q g
+P24§= C, ut Coroll..5 eft oftenfum. Quamobrem ifta

i oL P 43P ¢ ydy | adx___pdy
roveniet tio =t — = 4,22 = C, feu ==2 = =r=
prot B LR P Yy + ? 9q

.-t-%g -—-E%é_q, ob dy=pdx. Quiaveroelt dp=gdx,
: : erit
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erit 232 — "——2, ldcoque“d” pdy 2’”"" s vel
99 9 4 9 "

edp__dy ELq_‘I Sn ponatur conftans 2=—=o0, hxc zquatio

194 9
fiet integrabilis, mtquef-ﬁn&z——vl——d, Ll’
unde fit pdp = dy v/ Z-; atque integrando -2£= iy y .{.

4 ¢, feu, mutatis conftantibus., pp =’—‘-/-’Z—$%‘£3, & p—=

. 3:2
V_-’____i_"__:;»z, hincque dx=— JJ\/ —‘b—-————. Po-
b x Pl

natur denuo #=—o, critx —bVe g xxy ==bc; que eft

aquatio maxime fpecialis pro curva. quaftioni. fatisfaciente..

Exenxmrruom V.

$4. Frvenive curvam , in qua fit valor hujus formwle £q"dx,,

<> mdxmﬂ.r. vel minimus..

Habetur ergo Z=4", & dZ=n4"""dz; unde erit
M—o, N—=oc,P=0, & Q—»y 7% Cum. igitur
2quatio pro curva fatisfaciente fir hac ——;Q-—-o erit dQ —

‘dx&Q-‘— 7 _“¢"+B hincque'g=(a ¥+-8)
= %f,'s'ex quo fiet p=(¢x+g)" (n— x)+y=,_12..

%
& tandem y = (a¥ +A) (zn—1): (n—12) yx4 &

ubi cocfficientes per inregrationes ingreflos in conftantibus fumus:
complexi, Curve igitur fatisfacientes perpetuo- funt' algebrai-

€x; excepto cafu, quo eft»==1, tum enim poftrema: integra-
~ Io '3, UO

l(n )
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tio pra:bcbxt;--——l(ux+3) +'yx 4+ Quod ad ca-

fum #» = 1 auinet, ille in inv c(hganoncm maximorum
& minimorum nequidem incurric ; cum formula /"¢ 4 x non
fit indeterminata, fed determinatum valorem, puta p, ob ¢dx
==dp, referat. Crterum patet , evanefcente termino ( « x

+ B)(“—" 1): (n—1) , lineam re@am quafito fatisface-
re, ob y=yx+ 4. Scilicet fi quatuor puncta data , per que
curva quafita tranfirc debeat , fint in dire@um pofita; tum ipfa
linea reta, pra omnibus rchqms lineis per eadem quatuor punc-
ta tranfcunnbus, quifito fatisfaciet.

ExemMprpruum VI

maximum wvel mini-

ss5. Imvenire turvam, in gua fit x;:x

mum.

. . dx xpdy xdp
nia eft Z=— X2 erit 4z—242%
Qu 9’ 4 > + IT

xpdq. . xp

; ideoque M—=L;N—= — %0 ;P =% & Q—
g b 1 ’q e yg =
_;;’ . Quorum terminorum cum nullus evanefcat, aquatio

- . —-x? x 2 ! ”°
ro curva quafita erit——= — — d. — — — 4,
pro ¢ 1 )9 dx yq dx* yq*

=0, fcuo=xpdx’ + L xdx_z ——J"" (de

yq . ya ) 71
. xpdy_i_xii’ _2_",1;4‘1) vel o ==¢%dx* (39— 2p")

N 24 J
(g—xp)—ayqdedy (xy9— xp* +yp) -+ 6xy°pdg* — 2%y’ pgddy.
Quz eft 2quatio differentialis quarti ordinis,, qua utrum inte-

grari poffit, an non, haud facile patet; neque etiam opera
prenum eft in modum eam integrandi diligentius inquirere ; quo=
niam hic cafus non-ex folutione Problematis alicujus utilis eft

natus ,
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natus, fed fortuito excogitatus. Hoc autem Exemplum ideo ad-

jicere vifum eft, ut cafus habeatur, quo folutio non folum ad

zquationem differentialem quarti ordinis afcendit, fed etiam

- neque per fubfidia generalia fupra allata ad gradum inferiorem

perduci queat. Pracedentia enim Exempla cun@a ita funt com~

parata, ur per regulas generales in Corollariis expofitas ftatiny

, ¥quario pre curva quzfita inferioris gradus differentialis erui
potuerit.

ProrPosiTiO V. PROBLEMA.

$6. Invenive carvem , in qua fir valor formule {2 d % maxi-
mius vel minimus, exiffente L cjnfmadi functione, qua differentia-
kia cujufvis gradys invobvar , ita ws fit dZ=—=Mdx 4+ Ndy
+Pdp+Qdq+Rdr+4 Sds+Tdt 4 &ec.

$OLUTEFO.

Quoniant translatio pun&i o in v precedentia elementa’ ma-
gis afficic , quam fequentia ; unicuss enim fequens elementum
afficit, at in precedentia eo ukerius extenditur, quo altiorum:
ordinum differentialia adfint; hanc obrem expediet aliquam an-
teriorem applicatam , uti H b, pro prima accipere’,: itd ut muta-
tio ex particula ny applicate N'n adje&a non cira Hh por-
rigatur; id quod eveniet fi in Z differentialia non ultra fextum:
erdinem afcendant. Sufficiet autem valorem ipfius 42 ad ter~
minum T'd s ulque extendere, quiaex ipfa folutione modus fa~
cile colligetur eam ad quotcunque ulteriores terminos- accom~
modandi. Praterea, quia in hoe Problemate pracedentia om«
nia continentur, conftabir fimul folutionem perpetuo eandem'
prodire, quacunque applicata particula quadam infinite parva,
uti n», augeatur. Sit igitur AH=—x, & Hh =y, refpon~
debunt fingulis pun&is abfciffe H, I, K, L, M, N, O &c.
valores litterarum. p, 4, r, £, # &c. ut fequitur :

Fig. g

H
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Hily, 2. 4. r. s, ¢

I /a "> f’n 4F sy ¢
)
K J”:» s 9.7 5, 4 .
L rry /4 74 177 4 144
jm, v 7“’: e II\I t\
7\
M J » p ’ g ' r "\, > t"

N jva _p‘,: q‘,n r ": 3 z .

Hi autem finguli valores a tranflatione n in » fequentia ang-
menta accipient, que-ex Propofitione prima, debita mutatio-
ne fignorum adhibita, ita fe habebunt.

d=— o &= o |[§ = o r}"’— o = o |H'=+ »»
— d]o’

o 40’:—_— o {p": o "— o d"":-{— 3?: i’ =—-z-—

’ " ny v ), ny

dg= o = o |iy= o "=+ dg'=— Tlf'—+7%
- ' o — . I\I____'i'_"l_l N Iy v_____ ny
dr== o |dr=="o |W=rhdr =—Cs =+=—g3
" ’ 6nyl ;v 41y )v ny

ds— o df'=+1‘ {’z—ﬂdr"=+,——-d; — - =
dx dx* x4 dx* dx*

b=t =Bl Bl le—-

Quoniam porro valor formule /Z4 x abfciffz A H refpondert,
ifque a tranflatione pun&i n in » non mutatur , fequentibus abf~
ciff elementis valores formule /Zdx refpondent, qui in hac
Tabula exhibentur.

Elemento refpondet
HI Zdx
IK . Z'dx
KL Z"4dx
LM Z'" dx
MN . Z"'dx
NO ZVdx

Adho-

I
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Ad horum valorum incrementa , ex tranflatione pun&i n in »
oriunda, invenienda, fingulos hos valores differentiari, locoque
differentialium dy, dp, dg, dr, ds, d¢ cum ipforum derivati-
vis valores fupra affignatos & perny expreflos }I)Jbﬁitui oportet;
eritque ut fequitur:

d.2dx =nv.dx(5)

’ /
d.Z2'dx=n r.dx(%—%)

. R” 48" 10T”
) oy N 0
A2 x=nv.dx( x’, dx"”+ dx’”)
[/ P gl___;_&;_ 6S - (o) yidd
d.Z%dx=nrds (35— G + 3 — 75)

. ~ A% " " "
d,Z'de=ny,dx(P 292 +3& __43.’_1_{7' )

dx dx* dx’ dx dx’

v . . v P\, _:Q" . Il_\_,_ S\I T\)

Quia jam hec fola elementa 2 tranfpofitione punéi n in » alte-
rantur & incrementa capiunt , fumma horum incrementorum da-
bit integrum valorem differentialem , quem formula /Zdx ad
totam abfciflam A Z extenfa accipit; qui igitur erit
[+ N’ '

P \Y + P "

\'dx v %

Q" —20" 4 9"
+ i
Ny dx { R+ 31{""—1 3R”+R”

: . .dx

s\l__4s’\l+6$lll_4sp+sl

+ d x# .

b

T\I+ ST,\,— IOT,II+IOT”——'{T,+ T
L ' dx® '
Singula autem hzc membra per differentialia commode & fuc-
cincte exprimi poterunt : _erit enim,

Euleri de Max. & Min, ' K - —P!
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__P\I+ PI\I=_dPl\I
+Q:I'_2Q:V+Q:”=+JJQ:"
___R\I+ BR’V"—gR,”"l—R”:——'—d’R'
+ 85V —48" 68— 48"+ 8 =+ d*S"
— T +sT" —10T" 4+ 10T —§T' 4+ T = —d&'T

"Quamobrem formule /Zd x integer valor differentialis ex par-
ticula nv ortus, erit=ny. dx (N" dp’ + ddQ” _ &R’
YT dx dx* dx®

a*s’ T " . -
+ g Hic autem, quia omnes termini funt homo-
genei . fignature tuto omitti poflunt, evanefcit enim difcrimen
inter N¥ & N, itemque inter 4P'" & d P, reliquaque. Quo-
circa habebitur formule /2 4x ifte valor differentialis

e (N—dF L dHQ__ R 45 dT
”V.dx (N dx + z—x, 2} + 7“1——73‘-;)..

ex quo fimul valor differentialis formule /"zdx colligi poteff 3
fiin Zaltiora etiam differcntialia ineffent. Quare fi curva qua-
ratur , quz habeat/Z 4 x maximum vel minimum pro data abfciffa,
fueritque dZ=Mdx+4 Ndy + Pdp+ Qdg+ Rdr+Sds
+ T d+ + &c. erit primum formulx /Zdx valor differentia-
lis hic: ) '
: ¥ . ¥ $
Candx (N—52 + e N L &)

dx* dx* T dx
Hincque pro curva quafita orietur ifta 2quatio-

— dp , ddQ 4R , &S __J'T
o=N—p+—mtam—mt& REL

Corocrr L
57. In formula fZdx, uti eam traGavimus, quantitas 2

gontinet differentialia quinti gradus : fi quidem in differcpt(i_ali
ipfius
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ipfius dZ=Mdx + Ndy + Pdp 4+ Qdq+ Rdr + Sds
o~ T'ds terminus T4z eft ultimus, Cumigitur in T adhuc in-
fint differentialia quinti gradus feu ¢, perfgicuum eft zquatio-
nem pro curva quxfita fore differentialem decimi gradus,

Cororvrr Il

58. Hinc intelligitur perpetuo zquationem differentialem pro
curva ad gradum duplo altiorem a(}ccndere debere, quam fue-
rit ipfa formula maximi minimive. Ponimus enim, in ultimo
termino T'd#, quantitatem Tadhuc ¢ in fe comple&i: nifi enim
hoc effet , duobus gradibus xquatio deprimeretur, utiex §. 5o
colligere licet.

Corortrt IIL

%9. Si igitur in Z differentialia gradus » contineantur , tum

®quatio pro curva differentialis erit gradus 2 #: & hanc ob rem -

sotidem novas conftantes arbitrarias poteftate in fe continet.
CororL IV

€o. Ob tot. igitur conftantes arbitrarias, totidem pun&aad
Problema determinandum propofita effe oportet; ita fcilicet
Problema, ut fit determinatum, enuntiari debebit; Inter omnes
curvas per data 2» punta tranfeuntes, determinare eam in
qua fit /Zdx maximum-vel minimum, fiquidem quantitas Z
complectatur differentialia # gradus.

CorocrL V.

61. Ob x igitur numerum integrum, numerus puntorum ,
quo Problema determinabitur, femper erit par. Sic, vel nul-
lum punéum, vel duo, vel quatuor, vel fex, vel o&to puna,
& i@ porro , ad Problematis determinationem requiruntur.

K 2 SCHO-

-—
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62. Ex gradu differentialitatis igitur , ad quem zquatio pko
curva inventa affurgit, velex numero pun&orum per qua cur-
vam fatisfacientem tranfire oportet, hujufmodi Problemata com-
mode in Claffes diftribui poterunt. Ad primam igitur Claffem
ca referentur Problemara, in quibus abfolute quaritur linea cur-
va, qua pro data abfciffa habeat valorem /Z4 x maximum vel
minimum; talia Problemata cum in Propofitione fecunda con-
tinentur, tum etiam in tertia, iis cafibus quos §. §. 26 & 27
expofuimus ; his fcilicet cafibus folutio prebet curvam determi-
natam quxfito fatisfacientem. Claflis fecunda ea completitur
Problemata, quorum folutio ad 2quationem differentialem fe-
cundi gradus perducit: hecque duo pun@aad fui determinatio-
nem pofcunt; & ita 1‘proponi debent, ut inter omnes curvas per
data duo punéta tranfeuntes ca définiatur, in qua fit /Zdx ma-
ximum vel minimim: cujufmodi Problemata in Propofitione ter<
tia foluta dedimus. Porro ad tertiam Claffem pertinent Pro«
blemata in Propofitione quarta traata, qua ita fe habent,
ut inter omnes curvas per quatuor data pun&a tranfeuntes de-
terminetur ea que habeat /Zdx maximum vel minimum. Simili
modo quarta Claffis poftufat ad detérminationem fex punéta ;
quinta o&o, & ita porro , quas Claffes omnes in prafente Pro~
blemate fumus complexi. Caterum etfi 2quatio inventa ad tan<
tum differentialium gradum afcendit, tamen fxpius generaliter
integrationcm unam vel plures admittit, cujufmodi cafus in pree-
cedentibus, Problematibus nonnullos exhibuimus. Hanc ob rem
videamus etiam quibus cafibus @quatio noftra generalis integra-
tionem, vel unam vel plures;, admiteat; ut in allatis Exemplis
ftatim videre liccat, utrum ea in his cafibus contineantur an fe-
<us. Hujufmodi autem cafus potiffimum funt duo, in quorum
altero et N== o , in altero M'==0, a quibus deinceps alii ca-
fus pendent, quos hic evelvemus.. '

»

Cas
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Casus L '

&3.. Sit in maximi minimive formula /Z d x terminus N = o;
itaut fit dZ=Mdx +Pdp + Qdg + Rdr+4 §ds &c.
Hoc ergo cafu zquatio pro curva erit hzc, o=— 12 .

dx
4 H
i;iQ dx +Z"_Ts.._ 4 5 1 &c. quz, per dx multxplz-

cata, fit integrabilis , q)rodxbltquc
— dQ J d & a*T
°== _P+dx + 7 dx’ dx"+&c'

Casvus IL

64. Sit& N=—=0 & P=0, itautfit dZ—de+qu-
JRdr+ 8ds + Td: + &c.

Quoniam eft N==o, una integratio jam fucceffit; habetur-
que pro curva quafita ifta aquatio modo inventa, pof 1to etiam.

—

°=A+JQ__i51_IL+deS jT'l" &c.
que per 4x multiplicata denuo integrari poterit, eritque

dds __d&rT
O-:—Ax—B-*-Q_ dx+ dd\ d ;+&C

CASUS IIL

65.7Si fuerit & N—o & P=0 & Q=o0, ita ut fir
‘dZ=—Mdx+Rdr 4+ Sds +Tdt + &c.
Bini valores N & P evanefcentes jam: prabuerunt hanc azquas-

tionem bis integratam o==A4x —B + Q,— t_{l_{ + j ti S
2 .
T

G~ + &ec. in qua fi ponatur Q=o0, & multiplicetut. per
d x, obtinebitur fequens zquatio ter integrata:
0 = Ax* — Bx4C — R+“ “,T+ &e:
K 3 Ex

So———
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Ex quo jam apparet, fi infuper fuerit R==o0, tum etiam quars
_ tam integrationem locum habere, & ita porro.

Casus 1IV.

66. Sifuerit M=—=o, itaut itdZ=Ndy + Pdp+Qdyq
4+ Rdr+4 §ds+ &c. |
A quatio pro curva quafita ante prodiit o — N — 3_’.' 4=

x
3 +
51‘_1‘_1;?. —_ 2‘1_x ,& + ngS ~ &c. qua m%ltiplicetur per dy =

pdx, & wm addawr dZ — Ndy— Pdp — Qd
Rdr — §ds — &c. prodibit. . ? -—‘
Y om—dZ — 24dQ  pdR , pd*S

0=4dZ —pdP + 5= e T oo — &

. —Pdp— Qdg—Rdr— Sds — &c.
cujus integrale affignari poteft ; erit enim

. _ »42_, _ pddR , pd’S
oAt I—Fp+ T+ T b

qdR dds
—Re+ T — 15"

—8s
vel o==A+2—Fp +1412—247 2R~ DR - Rl

: S —dpddS4dSddp — S} . . s
4 LSy d'i', Sddy 4’2 _ &c. cujus termini;

quomodo ulterius progrediantur, fiin 4 Z infint fequentia diffe-
sentialia IT'dz, Ud s &c. fponte patet,

| Casus V.

67. Sifit & M==o0, & N=o; itaut fit 4Z=Pdp &
Qdqg+ Rdr 4+ Sds + ¢re.

Quia ¢ft ¥==o, yna integratio per cafum primum inftitua-
fury
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, 4 _py dQ  ddR , &'S_
tur, habebiturque o= A—P+ —— -5+ o5&
quz multiplicetur per dp==gdx, ad eamque addatur o = —
dZ+Pdp+Qdg+Rdr+ §ds4&c. quo facto prodibit ifta
aquatio integrabilis . v
' dd s
o=Adp—dZ 4 qd Q — qu&‘+ qu, — &c.
: + Qdg + Rdr + Sds 4+ &ec.
cujus integrale erit :
: d dds
o=Ap—B—Z+Qg — L} + L

dx* =
R ‘ rdS

+ §s

feu o-:.-:’-,{p._,B'__ Z4+Q ¢ — ZJR;C_ Rdg -

qddS —d9d S+Sddg _ qd*T—dgddT+dTddg—Tiq ¢ ..
dx* dx® . i

Casus VL

88 Sit &« M—o0 & N=—o0 & P==o, in utfit dZ=
- Qdq+Rdr + Sds 4+ Tds 4+ &c. ‘

* Ob N=0 & P=o, -per Cgfum fecundum,du integrationes lo~
- eum habent, - eritque ®quatio, pro curva quafita, hec,

o=Ax—B+Q— j% + dd$ —%,—1 + &c.

dx*
ad quam per &g =rdx multiplicatam fiaddatur o=dZ—Qd¢
— Rdr—S8ds— T ds — %c. habebitur ifta zquatio denuo

integrabilis : y ,
‘ rdd S 4T
O=AXJ7——BI{9+JZ—I'JR + P ——'d—x-;+&c.
~—Rdr— 8ds — Tdt+—&c.

cujus integrale eft

© —’
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o=Axg— Bg+C+2z—Rr4+ A5 _ 724T
—dAp —Ss 4 %‘g &e.

— T
feuo=A(xg— p) —Bg+C+Z—Rr+ 25—

dT—
___rddT d;;l{'l‘-lv-'l‘ddr + &e.

‘'CaAasus VIL

69. Si fuent M=—o0, N=—=o0, P=0; & Q=0, itaut
fitdZ—=Rdr+S8ds 4+ Tds + &c.

Ob N=o0, & Q==0, Cafus tertius iftam fuppeditat -
zquationem pro curva jam ter mtcgratam ,
o==dAx*—~Bx+C—R+4> —4T L ac

ad quam per dr'==sdx multiplicatam addatur o=-—dZ
+ Rdr+Sds+Tdi+ &c. quo fatto prodibit ifta @quas

tio,
o=dAx*dr — Bxdr +C'a’r—dZ +:dS—-’—’£I—T+&C‘

que integrata dabit hanc,
o=Ax‘r—-—er+'C'r——D—.—Z+S:—-’—‘£I- + &e.
—2Adxq+Bg +7s
+ 2 dp
feu o-—A(x r——-zx7+zp)—-B(xr-—-q)+Cr-——-D

!

SCHO:
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SCHOLION IL

7o. Horum cafuum ope, quorum numerum ulterius avge-
re licerer, fi commodum videretur, fape-numero Problemata ad-
modum expedite refolvi poterunt. Quod fi enim Problema
quodpiam contineatur in aliquo iftorum Cafuum, qui unam
- plurefve integrationes per fe admittat, ftatim formari poterit
@quatio pro curva, femel vel aliquoties jam integrata, qua pro-
pterea ulterius facilius tra®ari poterit. Quod ur diftintius pa-
teat, fimulque ufus hujus poftremi Problematis , quo in maxi-
mi minimive formula /Z4 x differentialia fecundum gradum fu-
perantia infunt, declaretur, unicum Exemplum afferre juvabit.

EXEMPLUM

71, Inter omnes curvas eidem abfiiffz refpondentes , definire eam,
cxjus evoluta, cum [ua ipfius evoluta, intra radios evoluse maximum

minimamve [patism complectatnr.

" Pofitis , pro curva quafita, abfciffa == x & applicata =3y fit
clementum curve ==dw, & ejus radius ofculi ==,; erit ele.
" mentum ipfius evolutz ==d,, & hujus radius ofculi =%€ :
unde area comprehenfa inter evolutam curve quafitz, ipfiufque
evolutam, erit =1/ f‘%s:; que ergo expreflio maxima mini-

‘mave eft reddenda. Cum autem fit dw = dxy/ (1-pp).
& ¢ = Sl"'q‘-!’l”,- eritde==3C14pp)* pdx—, ...

QebppdTrds g dgr = (14 pp) d5* (opp —

19
6(!;!;??)1' +('+;“ﬂ ”)atquc gw — ,q-tl;:P' Maxi<

mi minimive formula itaque eft /° ('—';'ﬂ—): dx (9pp —
Euleri dr Max. & Min., , L é
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6(1dppdr o (r+1ir)’r’)=ﬂx(9pp(x-q+-pp)’ f_6{r -:-'rp)"r

ex quo Z erit fun&io ipfarum p, 4 & »; unde

differenciando prodibit : '

2 3

dZ— 1801 -l-qpp)(:+m) __9orrdg §Iq+ rp* 6dr(:q+rr)
__36prdp(rtrp)* | 18rdq(1+tpr)’ + ardr(1 = pp)*
. 3 *

(i pp)tr
+__qu_l'_r_),

q q
| Srrpdp(14pp)*__ sridg(xfpp)*
s [

. q . LJ ')
Comparatione ergo cum forma generali inftituta , erit M ==o;
=0

g 9ep(1pp) __ 6(x -!:pp)'r+ (1 +;;p)'fr*

q ' 9 q
p—180(rtpp)(rt3pp) ___ 36pr (1 4pp)* + grrp(r 4pp)¥
- 3 ® 3

q q ]
Q=—— 9ppCr +pp)* | 381 +) __ srr(xppi*
T q* 9
R____G(1+pp)’ +2r(r+pp)"

i 3 qi»
Cum nunc fit It; ==o0 & N==o0, folutio cadit in Cafum quins
tum, eritque zquatio pro curva quzfitahzc,

o=Ap—B—Z+'Q9+er—22‘—l’TR‘

quz , factis fubftitutionibus , tranfit in hanc '
] 4 6 '
o=dAp—B— 18pp(1 = pp) ___!6)1'(!-’!-??) + rr(r-ls?rr)

q g
. 24r(x +m>)"+ 36p(xtp)" .

9*dx qg .
quz zquatio nimis eft complicata ; quam ut ejus ulteriores in<
_tegrationes fufcipi queant. Czterum apparet hanc @quationem
efle differentialem quarti ordinis, ita ut per quatuor refiduas
integrationes quatuor conftantes adhuc ingrediantur : ex quo fex
data oportebit effe pun®a, per quz curva tranfear, ut Proble-
ma determinetur, .

CAPUT
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CAPUT IIL
De inventione curvarum maxims minimive proprieta-
te preditaram, [isn ipfa maxims minimive for-
ymula infuns quantitates indeterminata.
PrRoPosITIO L PROBLEMA,
1. I Nuenire incrementa , que quantisas integralis indeterminasa,
in quovis abfCiffe puncio , ab ancin alienbi wna applicata Nn
parsicnla ny o capis.
soLUTIO

Sit abfciffa AH==x, applicata refpondens Hh=y, &
propofita fit quantitas quzcunque indeterminata 1, abfciffe

A H refpondens, qua fit formula integralis indefinite integratio- '

nem non admittens. Quantitas haxc n ita fit comparata , ut
ipfa , quatenus abfciffz AH feu pun&to H refpondet, ab aucta
dpplicata Nn non mutetur : quod eveniet, fi in i1 differentia-
lia non ultra quintum gradum affurgant; quem in firxem quin«
tam demum applicatam Nn ab Hh cemputando mutari poni-
mus. Si enim in 1 differentialia altiorum graduum contine-
rentur, tum deberet ulterior demum applicata poft Nn parti-
cula infinite parva augeri. Sufficiet autem folutionem ad quin«
que tantum differentialium in  contentorum gradus extendere ;
cum inde, fietiam altiora affuerint differentialia , folutionem gd
ca accommodare liceat. Quemadmodum igitur pun&o abfcif-
f2 H refpondet valor o, ita fecundum noftram notandi metho-
dum, pun&o fequentil refpondebit valor nn’, punéte K vero n’,
puncto L valor n'”, & ita porro. Id ‘ergo erit inveftigandum,
quanta incrementa ex tranflatione pun&i n in » finguli hi valo-
res derivativi n’, 1% n", 'n'", &c. accipiant, feu dcﬁniribde-
2 ent

o

Fig. 4
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bent eorum differentialia, fi fola applicata Nn, que eft=y"
variari & particula ny augeri ponatur: erit autem hoc fenfu
d.n=o0, quia valorem i pun&o H refpondentem inde non
affici ponimus. Quoniam jam i1 eft formula integralis indefis
nita, fit ea = [ Z]dx, & [ Z] fit fun&io ipfarum x, y, p
g9, r,s &, itautfit d{ Z2)=[M]dx+[N]dy+ [Pldp
+[Q1dg+[R)dr+[§1ds+ [ T]dz; unde fimul valores
derivativi ipfius d[Z], nempe d[ Z2'],d[2"],d[2""], &c.
per notandi modum receptum formari poterunt. His pofitis,
erit ut fequitur

n = [[Z]dx

n'= [1Z]dx+[2Z2])dx

= (TZ]dx+[2]dx+[2'] dx

0'=/f12]dx+[2)dx+[2' ]dx+[2"]dx

n'=/{2]dx+4[2]dx+[2' Jdx +[2" ] dxc +[Z"]d¥

&e.

Jam videamus quanta incrementa fingula hac membra [ Z]dx,
[Z2']dx,[2"]dx, [2" ]dx, &c. ex adje®a particula ny ad
applicatam Nn capiant;; qua obtinebuntur ex ipforum diffe-
rentialibus, ponendo loco differentialium valores §. 56 Capitis
pracedentis expofitos : erit itaque.

A [Z)d%e== 1. d¥. df{,}
4. [2)ds ==1w, de ([X] — 5[T1y

Pra |
A2} ds==ny.de (] — dS) 4 17T
iz e de (5] — AN A7) oD
412 e ==p,. de(EI_2L] 1 SIRT]_alST] s[270

a2 demr, ax (N3 =E R IS] (D),

4.[2")dx==0,
d.[2"]dx=0, & rcliqua fequentia ompia evanelcent.
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Ex his nunc colligentur incrementa valorum m, n', n’, m'”>
&c. que recipiunt ex tranflatione punéi n in v; erit fc_ilicet

d.II=—o

dn—nrdeLT;]

d H"z_—nv.’dx([s] -[—l-——-[—14 T'1+4d[T

== . d,(_"l a[S”Jd-lx- 87 6[7"]+«tid£;f']—tl[ﬂ )

dnnr__m dx([Q'”] 2[&'”]"*“1[&”]

3[3’"]+Bj[8”]—-d[s ] 4(1"’] + 64[T"] — 4d[T'] 4 [d1] 3
x d H
d.a'=n, dx([ "'] ( 9"’1d+dro"ﬁ [1("1+zd[§’:] —dR] __

(" H3d[s ™). ;d[s“'1+drs'1 a6 el -am)
dx*
4n"=n, dx([N'] — d_[del + J[Q l—d[k]
— dRM] zd[&’”]+d R] 4. 4 [$*}—3d[s"] + 34[8"] d[s]
dx d x*
AT —g J[T'”] + 5; (1] —44d[T] + 4[T] )

Huic autem incremento. xqualia funt incrementa omnium fe-
quentium valorum nempe ipforum o, ", mx, &c. At-
qui valoris m” & omnium fcquennum incrementum idem erit

= nr.dx ([N'] — cf[l"" dd [g"J d,g[,:}”]

/
o+ d;[‘i] 4 [T]) Poterunt autem. haec incrementa ad ea«

dem figna reducx, refpe&u liccerarum [ P], [QJ, [R], [ 8]~
&[T], ﬁcque prodibit
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dl =—o

dn '——-ny dx. [T]-

dat’ ==nn. dx [s' A[T'I-{-cdl"r'l)

PO d\,([&'] 3[3']+4d[3'] + Sm+r 74[Tf|+roJJ[T] )

A =1y, e __g_’j 2[&’_]+3Jfk"] + 3[5']+8d IS"I+6M[3']
[T]+rs'd[ﬂ+ 2odd[T] + 104d*[1} )

an’ ==n,. dx ( [Q”J+zd[Q’”] L&’Cl+sd[&"]+3dd[&']

_[s'w+rs1+<dd[s]+g'[s“h u+cd[ﬂ+'°dd[ﬂ+'°4’fﬂ+fd‘m )
d 4

dn\n___n #([NI] J[P' ,] -Q. ’.] d;[g]+d;§;l s fT] )

cui fequentium valorum omnium incrementa funt zqualia, Q.
E L ' _

CorRorL L

2. Si ergo m fuerit hujufmodi quantitas indeterminata, feu for=
mula integralis indefinite integrationem non admittens , tum ejus
omnes valores poftlocum abfciffz, ubi una applicata augeri con-
cipitur , mutationem patientur , & aliquot ejus etiam valores
ante illum locum , quorum numerus pendet a gtadu differentia.
lium, quz in ea formula 11 infunt.

COROLL IL

3. Quod fi ergo iftinfmodi quantitas infit in maximi minimi-
ve formula /Zdx , tum ejus valor differentialis non folum ab ali=
quot abfciflz elcmentls, verum a tota abfciffa, cui maximum
minimumve refpondere debet, pendebit.

[

Cos
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| Cororr IIL

2. His igitur cafibus abfciffam illam, pro qua maximum mi-
nimumve queritur , determinatam efle oportet, atque curva
qua, pro hac abciffa, maximi minimive proprietate gaudere reper-
ta fuerit, eadem pro aliis abfciffis hac proprictate non erit pre-
dita, ' ‘

SCHOLIZ{{ON

§. Mox clarius difcrimen, quod intercedit inter quaftiones ; -
in c}uibus Z eft quantitas vel determinata vel indeterminata ,
peripicietur; quando Problemara hujus generis fumus tractatu-
ri. Pluribus modis autem tales quaftiones poffunt variari ,
prout in maximi minimive formula /Z4x, quantitas Z vel tan-
tum eft fun&io ejufmodi formule indeterminate m, qualem con-
templati fumus, vel infuper quantitates determinatas, x, y, p,
9, r5 s, &c. comprehendit. Deinde in Z etiam ineflfe po-
terunt plures ejufmodi formule integrales indefinite a fe invi-
cem diverfz. Ad hos autem divetfos cafus una regula , fupe-
rioribus jam traditis addita, fufficere poterit. Precipuum au-
tem momentum pofitum eft in ipfa formula indeterminata m=

‘JTL2]d%, pro qua hic pofuimus efle [ Z] functionem de-
terminatam; quod fiautem haec ipfa quantitas [ Z ] denuo ejuf~
modi formulas integrales indefinitas comple&atur , iterum pe-

_culiari folutione erit opus. Quin etiam ifta complica-
tio formularum indeterminatarum in infinitum poteft extendi ; id
quod eveniet fi quantitas [ Z] denuo in fe comple&atur ipfam.
quantitatem 1, ita ut fit d[Z] = [L]dn 4+ [M]dx +
[N]4dy+[Pldp +[Q 49 + [R]dr 4+ &c. tum enim
ob'd n==[Z7]dx, iterum confiderari oportebit valoremd[Z]
=[L]d n 4 [ M]dx + &c. hicque progreflus in infinitum
continuabitur. Hinc autem methodus nafcetur ea' refolvendi
Problemata, in quibus curva quaritur maximum minimumve:
habens valorem formulz /24x, quando. quantitas Znon datur,

ut:
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ut ha&enus, five determinate five indcterminate, -fed tantum
per zquationem differentialem , cujus integratio omnino non
poteft abfolvi: cujufmodi quaftio eft, fi queratur curva , in

qua minimum fit expreflio /J = ‘/é'v'*' ) » exiftente dv =gdx

—ho'dxy (1 4pp): atque ejufmodi queftionum refolutio-
nem in hoc Capite quoque trademus.

ProrosiTtio II. PRIOBLEMA.

6. 8i Z fuerit funllio quamtitatis indeterminate 1, ita wt [it
dZ = Ldn, fitguenn = ([Z] d x, exiffente d[Z] =
[M]ldx + [N]dy +[P]ldp +[Q.1dq 4+ [R]dr +
&c. invenire curvam az que pro data abfciffa AZ habear vals-
rem formule {Z.dx maximum vel minimum,

SoruTIoO.

Pofita abfciffa A H =x, applicata H h=y, fittota abfcif-
fa AZ, cui maximum minimumve refpondere debet, — «,
divifo igitur fpatio HZ in elementa innumera infinite parva
HI, I?(, KL, LM, &c. debebit efle fZdx 4 Zdx+Zdx
+ 2"dx 42" dx + &c. donecad extremum pun&um Z perve=
niatur , maximum minimumve. Ad hoc efficiendum, quarendi
funt valores differentiales quos finguli hi termini a translatione
pun&i nin v accipiunt, quorum fumma, nihilo qualis pofita,
dabit zquationem pro curva quefita. Quoniam autem muta-
tionem ab n» oriundam non ultra H verfus A porrigi poni-
mus, erit termini /Zdx valor differcntialis nullus. Reliquo-
rum terminorum valores differentiales reperientur, fi ii differen-
tientur, atque in differentialibus fcribantur ea incrementa, que
in Propofitione precedente invenimus, ex trapslatione puncti n
in y oriri. Erit autem ‘

2

dZdx
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d Zdx = Ldx.dn

d Zdx =— L'dx. du

d Z'dx = L'"dx.dn"

d Z"dx =— L"dx.dn”

. doZVdx — LVdx.dn" :

Quodfi jam loco differentialium 4n, J1t, 41", dn’” s &c. va-
lores fupra inventos ex translatione punci n in» ortos fubfti-
tuamus obtinebimus,
d2dx =o.

d 2 de = . L'dx®. %'1-
4. 2tds = w.Lrde (] — ALT1E A1) .
.2 L (] LSS | Sl 16l ol

Cdx* dx?

d 2" de—=pv L di*( [ﬁ:] ___2[R"] 2_3 :1[&”] +3[s']+3,153’3+sdd[s']

VLR L EP L ENIL N
dx? -

4.2 == . L'ds*( F 1 [LHE2IQ) y [R5 R add ')

dx’
o [ 14 "1 44 4T S V4TS +[T]+gd[r]+xodd[_7_‘]+xod'm+gd*[1'])
) da* d x* o
U7 P, PY], Q"] - I[R']  dUST__4[7]
d.Z‘ dr=ﬂﬂ-L dx (EN ]"'—' é[d—;: +—d‘3'c{"' zlx; + f;: ds:E:sJ
ve g rniv AP 4dQ7 d d [T
42 demn 1 (' — A G5 T 20T,
_ _ &ec. , ,
Sequentium fcilicet terminorum incrementa eadem hac lege pro-
grediuntur.  Addantur jam fenorum priorum terminorum incre-
menta, ‘prodibit terminorum Zdx 4 Z' dx+ Z'dx~-Z"dx
+ Z"dx + 2 dx incrementum totale =

3P _(Q AL 4 aLVd[Q"] | [R'I4AL""+3d[R]AL"43L" dd[R"]
Tyua’( dx . dx* + dx*
 [S12°L" 4 44[S)ddL" + 641" 4A[S] 4 41"d} [§']
. dqu .‘ " .. ® 0 o o
Evleri de Mux, & Min. .- M -+




A AR

. bo DE METHODO MAX. ET MIN.

+ [T)d*L 4 sd[T)d* L' 4 vodd [TIddL' 4 10dL' &*[T] 4 sL' d*4[T] )
dx*
in qua exprcflione , quia omnes termini inter fe funt homoge<
nei, jam indices numerici negligi poterunt. Sequentium autem
terminorum L"dx 4 L' d x 4+ &c. omnium incrementum erit =
n_ 4] AdQ] _ ARY 48] 4[T)

ma (Nl =+ e e T I T )
(L"dx 4+ L" dx+4L""dx 4 Lxdx 4 &c. ufque in Z).
Hic autem pofterior fa&or definietur Icr integrationem for-
mulz /'L dx , qua refpondet abfciffe indefinite AH=—x; po~
natur in hac formula poft integrationem x==«, abeatque ea
in H, crit H valor formule /'L dx abfciffe toti propofitz AZ.
refpondens; a qua ergo fi auferatur /'L dx, remanebit H— /Ldx
valor portioni HZ vel NZ refpondens, qui. ergo. loco L™ dx
+ L"" dx 4= L"" dx 4 &c. fubftitui poteft. Quamobrem tan-
dem formule /Zdx valor differentialis toti abfciffe AZ refs
pondens crit ==

N __ [P}, 4d[Q] _&[R], d*s] _d'[1]
., dx (H dex)([N] dx +‘-2—;; d_x'- 4+ x4 -sz- )

Y. de (L [ P]— [QIL ;r’-czz.dm] + [Rldd[-+31d[l}c]le+3de[R]

. [S]1d’L44d[S)ddL - 64 Ldd[S] 4 4L d*[S]. . T 7 2
= d x?

+ [TVd*L 4 §d [ T]d* L3~ 1044 TIdAL 4 10dLd* [ T] 4 sLd*[ T] y
dx*

qui ad hanc formam commodiorem reduci poteft, ut fit =

#r.ds ([N](H— [ Ldx)— d[FYH—[Ldx) . dd[QH—~[Ldx)

dx dx* .

__ d[RYH—fLdx) 4 ASUH— Ldx) d’[ﬂ(H—dex)) -
' dx? d x* dx’ [
qui valor differentialis, quoufque occafio poftulabit, ulterius conti--
nuari poterit: is autem, nihilo zqualis pofitus, dabit @quationem
pro curva quafita. Q. E. L. !

' Co-
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Cororr L

7. Quoniam H— fLdx eft valor formule /L4 x refpon«
dens abfcifl portioni AZ =— «4—x, {i ponatur AZ —«
—x==u, erit fLdu ille ipfe valor H— [Ldx, quo opus
eft; fiquidem /L4 ita integretur, ut evanefcat pofito # ==o.

CorovLrLL IL

8. Quodf igitur abfciffarum initium capiatur in puncto Z ;
ita ut abfciffa fl—l ponatur ==#, utque ubique ponatur ¥ =
4 — », prodibit zquatio pro curva inter coordinatas ¥ & y;
hujufque curva ea portio quefito fatisfaciet, que refpondet abf-
ciffe A Z=—4. Interim notandum eft cum in ipfa maximi mi-
nimive formula /Zdx, tum in /T Z]dx, abfciffarum jnitium in
pundto A capi debere..

. CorovLrtr IIL

9. Si.ergo quaratur curva ad datam abfciffam A Z relatd ;
in qua maximum minimumve debeat efle /Zdx; fitque Z func-
tio quecunque ipfius m == /T Z]dx , exiftente dZ=—=Ldn &
d[2]=[M]dx~+[ Nldy+ [Plap+[Q1dg+[K]dr+ &c,
habebitur pro curva quafita ifta aquatio :

> 3 2
o —[NV/L d”_d.[l}/:du + dd.[%]}[ldu__d ,aal/"r,,h &
ubi eft ¥ =4 — x, & /L du denotat valorem formule /Ldx
portioni abfciffze HZ === refpondentem.

CororLL IV.

10. -Poflunt ergo vel bina abfciffarum initia A & Z, bines
que abfcifr AH=x, & ZH=ux« confiderari, quarum illa
in integrali /T 274 % feu n, hxc vero in integrali /Ldx fpec-
tari debet, vel unica tagtum a_l;_fciiflt{ AH==x; quo cafu, loco

2 SLdu
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SLd uf{ctibi debet H — /L dx; denotante H valorem , quém
prabet formula /L dx, pofito x == AH =—=u«.

CoroLL. V.

rr. Quia Z eft fun&io ipfius m tantum, ita ut nullas alias
quantitates variabiles in fe compleQatur, ob 4z == Ldn, erit
etiam L functio ipfius n tantum.

CoroLrL VI

12. Si [ 2] eflet fun&tio ipfius ¥ tantum; tum foret m =
/T Zz]dx quantitas determinata , atque funétio ipfius », hinc-
que etiam Z; ex quo maximum minimumve non inveniet lo-
cum. Idem oftendit folutio ; fict enim [N]==o0, [R]==¢
&c. atque xquatio abit in identicam o ==o. -

SCHOLION L

13. Occutrunt hic nonnulli primarii cafus confiderandi, quo-
rum primus eft, fi fuerit [ 2] fun&io ipfarum x & y tantum ;
itaut fit [ Z)=[ M)dx+[N1dy. Quod fi nunc quara-
tur curva in qua maximum minimumve fit formula fZdx pro
data abfciffa Z =4, exiftente Z fun&ione quacunque ipfius
fL2z]dx==n, ita ut fit 4Z==Ldn; habebitur pro curva
quzfita ifta zquatio o == [N] (H— y Ldx); erlt ergo vel
[N]=o vel H== {Ldx, feu L==0; quarum @quationum
‘{1 vel altera vel utraque prazbeat lineam curvam, ea non folum
fatisfaciet Problemati pro abiciffa AZ = «, fed etiam pro alia
quacunque abfciffa indefinita » : id quod inde colligitur , quod
ex xquatione , quantitas i, qua pendet ab abiciffa determinata
4, ex calculo excefferit,. Quod autem fpeciatim ad aquatio-
nem L ==o attinet: quia L eft funcio ipfius i feu /T 2 ]4x,
fict /T 214 x == conft. determinatz , quod nifi fit [ Z]==o0,
fieri nequit: binw igitur zquationes hoc cafu fatisfacientes, erunt
[N]=o, atque [£d] =0
. SCHO-
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SCHOLION 1IL

14. Deinde vero confiderari meretur cafus quo [ N ] evanef-
cit; id quod evenit, fi[ Z7] fuerit fun&tio ipfarum x, 2, ¢,
r, &c. non involvens y. Ponamus effe [ Z7] fun&ionem ipfa-
rum ¥ & p, atque d[Z] = [M]dx +[P]dp. Si igitur
ponatur /[ Z]dx==mn, atque curva quaratur, inqua, pro abf<
ciffa definita A Z — «, maximum minimumve fit formula /Zdx,
exiftente Z fun®ione ipfius mm, ita ut fit 4Z — Ldn; orietur

pro curva quafita ifta =quatio o = — d.[P]( de—f Ldx)

deoque Conff, = [P] (H—/fLdx). Hazc vero conflans,
pet integrationem ingreffa, non eft arbitraria; nam eam ira com-
paratam effe opartet, ut pofito x ==4, quo cafu fit /L dx==H,

fiat _([:_o%/_;'; ==o. Hoc autem evcnire non poteft, nifi vel hxc

conftans ponatur =o, vel quantitas [ P ita comparata fit ut
fiat == oo, pofito x=%-4. (}’riori cafu habetur vel[ P =0,
vel fLdx=H, hoc et L=—o, feu /[ 2] dx == Conft. feu
potius [ 2] =o; pofteriori cafu gutem, conftans tamen pro
arbitrio non accipi poteft, nam determinabitur , ponendox =—«
-~—dx, eo modo, quo exprefliones qua certis cafibus indcter-
minatz videntur definiri folent. Atque hinc perfpicitur in bu-
jufmodi Problematis numerum conftantium arbitrariarum in fo-
lutionem ingredientium, cui equalis fumi debet numerus punc-
torum, per que curve fatisfacienti tramfeundum eft , non ex
gradu differentialium judjcari poffe. Pervenietyr enim feepe, tol-
Jendo per differentiationem omnes formulas integrales, ad 2qua-
tionem differentialem altioris gradus, a quo nequaquam Probles

matis determinatio per aliquot punca pendebit.

ExeEmMmrPpruMm L

" Y5. Sidinotes 1 aream curve {ydx, atque Z fit faniio que-
cunque ipfius 11, invenire curvam que, pro data abfcifa =—=a, ha-
beat valorem formule { L.dx maximmm vel minimum.

M 3 Quia
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Quia eft Z fun&io ipfius n; fit 4Z=Ldmn, erit L fun&io-
ipfius m=/ydx. Deinde cum fitdn=ydx; erit [Z]=y,
& ob d[Z]=[M)dx + [N]}dy +[P1ldp + &c. fiet
[M]=o0,[N]=1, [P]=0, [Q ]=0, &c. unde pro
curva quafita hec habebitur zquatio o = H—fLd x; ideo-
que L=o0. Hinc erit m==/y 4 x = conftanti cuidam, porro-~
que y==o. Satisfacit ergo fola linea re@a in ipfum axem in.
cidens; idque pro quacunque abfciffa zque ac pro definita ==,

ExemMmprprumMm 1L

16. 8i I denotet aroum curve =1{d xv (14pp) ejufque
funttio guacunque fucrit L; invenire carvam, que, pro data abf-
ciffa AZ==a, habeat valorem formuls {Z d x maximum vel mini-

mum.

Ob dZ=Ldmn, erit L fun&io ipfius arcus m; & obdn
=dxy(1+pp), crit [2] =V (1+2p) & (M]=0,

—_— —_ | — :
[N]==o, [P] = T’ ‘[Q,]—_o, &c. unde pro
1 1 1 . —— P )

~ curva quefita ifta habcbxtmt ®quUatio : 0 =-—d. —r 7T

(H—fLdx); hincque C‘=7(—1&7;3 (H—/fLdx):
ubi conftans C ita determinari debet, ut, pofito x=—=4, fiat
X0 ; quire quia ———Lt— infinitum fieri

C— —2 —
v(x+rp) v (r+rp)
nequit, necefleeftut fitC'=o; ideoque vel

? ‘
_ vt~ O’
vel fLdx==H." Fiet ergo, ex pofteriore 2quatione, L=o0,
& m == conftanti cuidam : ex quo porro dedacitur d ==
dxy (14pp) =0, cuiconditioni nullo modo fatisfieri poteft.
Ex priore @quatione autem deducitur p==o, feu dy=0, qua
eft zquatio pro linea recta axi A Z parallela, qua quaftioni
pro ablcifla quacunque fatisfacit,

E X EM=
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Exemrruwm IIL

7. Denotet U fuperficiem [olidi rotundi ex converfione curve ah
circa axem AZ orti, que eff ut fydxy (1 +pp), hujufzue
Superficies funitio fit quacunque L, invenire curvam , in qua pro
data abfiiffa AL ==a, maximum minimumve fit { L dx.

Ob dZ = Ldn, erit L fun@io ipfius 1 = fydx y (14 pp)s
& ob dn=ydxy/ (1 +pp) fiet[Z2] =y (14pp), &
_ _ ypdp . : e
d[zZ] dy\/(x+pp)+v(l+”). unde erit [ M ]=o0,
—_ . — __.Z___P .

[Q1,[R].[S], &c. omnes erunt ==o. oncxrca pro curva
.quae{‘ taifta habebitur zquatio: o=(H—/Ldx)v (14+pp)

I (H—/Ldx ). Ponatur , brevitatis gra~-

reliqui valores

d _Jr
v(1+4rp) yp
na,H—dex_V, CrltdeV(I+pP)'~dV(l+pp)

- Vppdx V)JP _ ’pdy i
V(I+PP) (I+PP)3:2 + V(I+PP) ,rCUde

vedy ___ Vydp .
I+pp + ypdV = x+pp prdx obdlV— de..
Ponamus effe Z =, ita ut maximum effe debeat fdxjjvdx‘

V(14pp), etit L=1 & (Ldx =x, atque V =—=u—x ,.
ob H= 4, Eiit (4—x) dx = la—x)ydr ~—ypdx., Sit:

14pp

a—x==y; erit d.\——dn,& dy=—pdu,atque habebituriftazquatio

— e uyduddy
o= uek M+l+n’ du*+dy”

Ponatur R &y::cz: erit du=¢ de, & ddu..—:o‘
= (dds +d: )sfeudds=—=—d* ; porro dy==¢" (det-zds)
& ddy==¢ (ddz-i—zdtdz) 5 quibus. fubftitutis , oritut

t____-

=—=0,-

feusdn—ydy —
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. . 2det(ddz42dtdz) .
dt—zdz—z2dt :==— Ti Az F o de) Sit porro d:¢
=—=sdz, etit ddt=—=—s'dz* = sddz+dsdz, hincque
dds=——sde* — %% Habebitur ergo hxc xquatio ,

s
4 3
2S5 dz o—— ZJ‘ .
sdz—zdet—sz22d2 = "—F—1,; qux
¥ quz quidem eft
differentialis primi gradus inter duas variabiles s & z tantum ;
verumtamen ultra integrationem non admittit. Multo minus igi-

tur quicquam eflici porerit, fi in genere quaftionem confideremus.
SCHOLION IIL

" 18.. Hujusexempli cafus, quo curvam inveftigavimus, in qua
maximum minimumve fit /dx (ydx v/ (1 4 pp), etfi ineft du-
plex fignum integrale , tamen etiam per methodum prece-
dentis Capitis poteft refolvi; id quod ideo operz pretium eft
oftendere , ut confenfus utriufque methodi declaretur. Praci-
ue autem hoc opere nova via patefier refolvendi plurima alia
%roblemata circa maxima & minima, quaz adhuc, quantum
conftat , non cft ta&a. Quzftio fcilicet eft, ut pro data abfcif
fa A Z — a4, fiat maximum minimumve hzc expreflio [dx/ydx
v (1+pp2), qua tanfmutatur in hanc xfydxv (1 +pp).
—%ydx /(14 pp). Ut hec forma reddatur maximum mi--
nimumve, oportet ut cjus valor, pro abfciffa AZ —«, idem
fit pro ipfa curva quxfita az & pro eadem pun&o n in y tranf-
lato. Ponamus ergo fieti fydx v/ (14 pp) = 4, {i ponatur
x==a, atque codemcafu/xydxy (14+pp)=B. Jam,,
elementis mno ‘in my o tranfmutatis , valor A augebitur fuo va-
lore differentiali, qui, per Caput prarcedens, eft ==mnw. dx(y/(1+pp)

— 2 d —-L"———)) ;3 per cadem precepta autem quantita-

. 4x T (1 4pp
tis B valor differentialis prodit ==n». dx (xv (1 4 22)
—_— L g X2

I 4 VICE ST ). Quamobrem formule propofite.

[dxfydxy (1+pp), uanflato pun&o n in v, pro ablcila AZ

= 4’
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— al it—a(A __. .___.LP__
4, valor etit=u (A+mdx(y( 1 +pp) d\/(l-H'r)_)

~—B—ny(xdsy/(14pp) — d ﬁ_’TP;), qui ®qua-
lis effe debet ejufdem formulz valori natutali pro abfciffa = 4,
non mutato punéto n, qui eft «.4— B. Hinc proveniet ifta

. g la—x)9p ___ .
zquatio (#—x)dxy/ (14pp) — d. T —°F

quz omnino congruit cum aquatione in folutionc Exempli in-
venta, '

ProrosiTio III. PROBLEMA.

19. Exiffente 11 functione integrali indeterminata {[(Z]dx, ita
w fi d[Z] = [M1dx+[N1dy+[PJdp+ [QJdq
F+ [R1dr 4 &c. firt Z funfio quecungue cum hujus quaptisasis
11, tums guantitasum determinasaram X, Y 5 P> q>t S, &C. itant fis
dZ=Ldo+ Mdx+ Ndy+4Pdp+Qdq+Rdr4 &c.
invenire curvam az , que,pro data abfiiffa A L ==a, habeat ma-
ximum minimumve valorem formule {72 d x,

soLuvTTIoO

Augmentum n v, quod uni applicatz N n accedere concipi~

tur , ita remotum a prima applicata Hh capiatur, ut nullam
_mutationem inferat in valorem formule /Zdx abiciffle AH ref~
pondentem , atque tantum hujus formule valores fequentibus
poft H abfciff2 elementis refpondentes mutationes patiantur ,
qui funt Zdx, Z2'dx, 2"dx, 2"’ dx, &c. ulque ad ultimum
abiciffe clementum in Z. Horum igitur valorum incrementa
a tranflatione pun&i n in » orta, fi in unam fummam conjician-
tur , & nihilo @quales ponantur, dabunt 2quationem pro curva
quazfita. Incrementa autem horum valorum obtinebuntur eos
differentiando , & loco differentialium eos valores fcribendo ,
quos fupra, tam in ultima Propofitione pracedentis Capitis
quam prima hujus, ex tranflatione n in» oririinvenimus: ita erit

 Euleri de Mux. & Min, N dzZdx
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d 2dx = dx(Ldn -+ Mdx + Ndy + Pdp 4 &c. )

dZ'dx = dx(L'dn' 4+ M'dx+N'dy’ 4+ P'dp’ + &c, )

d.2"dx —dx(L'dn" +~M"dx+ N'dy’ +P"dp + &c..)
&c.

Quod fi nunc loco differentialium dn, dnn’, dn” &c. dy, dy,
dy", &c.dp,dp’, dp’, &c. dg, dq’', dgq’, &c. valores fupra
inventi fubftituantur , & eodem modo, quo ante ufifumus, in
unam fummam conferantur, prodibit formule /Zdx pro abf-
ciffa AZ — « valor differentialis =—

- i s H[QYH —
ny.dx( [M(H—./T“[x)'—d[ﬂ“:{x -[Ldx) + M[QJ;L (Ldx)
_ ’ H—Tr d*.[S](H~—[Ld o
___d [&](dx’ ]'de)+ [ ](d:;“ L ”)——-&C.)
. . P dd 4’ as .
gonr dx (N — 5 + 502 — T+ 33 — &),
Atque ex hoc refultabit zquatio pro curva quafita hec :
) d. —fLd
o — [N] (H—fLdx) — LLEI(H—/Ld=)

X

— 4. — L d .,
+1,1,[Q](5Ix' [Ldx) ___ rK](gx’ [ ")+&c‘-

o iP , ddQ IR, &S :
+ N —r T= + T FPy <+ P &c. ubi notandum
effe H valorem formule fLdx , qui oritur pofito ¥ = «
QEIL

€Corocrr L

20. Regula igitur Capite pracedente inventa amplior eft red= -
‘dita;; nunc enim curvam definire poffumus , maximum minimum e
habentem valorem formule /'Zdx, fi Z non folum eft fun&io
quantitatum determinatarum X, ¥, 25 9 7> &c. _fcd' etiam
unam quantitatem integralem indefinitam /'[ Z] 4% in fe com.
pleditur : dummodo [Z] fir fun&tio determinata.

Co:
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Corocrr IL

21. Quin etiam fi plures hujufmodi quantitates integrales in<
definitx fuerint in Z; folutio ufurpari poterit. Nam qualis ex-
preffio ex una ejufmodi formula indefinita in valorem differen-
tialem eft ingrefla, tales ex fingulis, fi plures affuerint , nafcen-
tur & ad valorem differentialem accedent.

Corovrr IIL

22. Quoniam Z hic ponitur fun&io non folum quantitatum de-
finitarum x, y, p, ¢, r &c. fed etiam quantitatis indefinitae
n=/f12]dx, obdZ=—=Ldn+ Mdx + Ndy+ Pdp +
Q49 + &c. etiam quantitates M, N, P, Q &c. hanc formu- -
lam integralem 0 — /7 Z] dx involvent ; atque etiam ipfa quan-
titas L , nifi forte  in Z unicam habeat dimenfionem. -

CorovrrL IV.

23. Hancobtem, in aquatione pro curva inventa, inerunt
quantitates integrales duplicis generis, fcilicet /'L dx , atque
J1Z)dx: ex quo, fi zquatio inventa per differentiationem ab
his formulis liberari debeat,-ad multo altiorem differentialium
gradum affurget, quam quidem ipfa forma oftendit.

CoRrorL1L V.

24. Pervenietur autem, eliminando has formulasintegrales, ad
zquationem differentialem duobus gradibus altiorem. Quod
fi enim ®quatio refultans', fi evolvatur , fit differentialis » gra-
dus; tum primo ex ea definiatur valor formule fLdx, & dif-
ferentiatione irdftituta, devenietur ad zquationem differentialem
»+ 1 graduum , in qua adhuc inerit formula /T Z]dx, qua
ulterius redu&a, & a formula /T Z7]dx per differentiationem
libgrara , fiee differentialis gradus » - 2.

N 2 S CHO-
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25. Etfi autem numerus pun@orum, per quz curva quafi-
ta tranfire debet, a gradu differentidlitatis pendet, tamen
hoc cafu non per numerum » 4~ 2 definiri poteft. AEgua-
tio enim hxc differentialis »4- 2 graduum, poteftate quidem in-
volvit » 4 2 conftantes, verum.ex non omnes funt arbitrarie.
Una namque conftans ex co determinatur , quod integrale
J1Z7] dx obtinere debeat valorem, non vagum, fed talem qua-
lem in quantitate Z obtinet , hoc eft, ?ui evanefcat pofito
¥==o0, fiquidem hzc conditio fuerit in formula /Z 4 x affum-

ta. Deinde pari modo unaconftans definitur formula /Ldx,

qua, uti pofuimus, evancfcere debet pofito ¥x==o0. Quocirca
tantum » fupererunt conftantes mere arbitrariz , quz totidemr
prebebunt pun&a, quibus Problema determinabitur. Simili-
ter igitur, uti in precedente Capite, Problema, ut fit determi-
natum, ita erit proponendum, ut inter ommes curvas per data
» pun@a tranfeuntes ea determinetur, quz pro data abfciffa
x ==a contineat valorem formule /Zdx maximum minimum-
ve. Ad hanc igitur dijudicationem . inftituendam, aquatio
inventa debebit evolvi ; hoc eft, omnes differentiitiones indi-
catz adu perfici debebunt; quo fato, patebit quanti gradus
differentialia infint , ex hocque gradu habebitur numerus s
Quantum autem infuper circa hunc numerum » obfervare liceat,
in Exemplis fequentibus videbimus.

Exemrprum L

26. Invenire curvam , que, fra data abfeiffa AZ== a, habeas
valorem formule {yxdxlydx maximum vel mimimum o insegrali
fydx ita accipiends , wt evanefiar pofite x == o.

Eritigitut m=fydx, & [Z]==y; undefiet [N]==1 re-
liquis litteris [ M], [P, [Q_], &c. exiftentibus =o. Porro
erit Z=yxn & dZ = yxdn +yndx+4xndy; ex quo
habebitur L=yx; M=jyn & Ne==xu, .P==0Q=R; &c.

== Q..
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=="0, Ex his formabitur pro curva quefita ifta 2quatio; o =
(H—/yxdx) +xnfeu fyxdx=H-+x[ydx, ubi H eft
valor formulz [yxd4x, qui prodit pofitoc ¥x=—=4«. Perfpicuum
autem eft hinc nullam pro aliqua linea curva 2quationem oriri:
differentiatione enim inftituta, fit 4x /'y dx =0, porroquey =—=o,
quz eft 2quatio pro linea re&ta in axem A Z incidente.

ExeMmrrun IL

27. Iiwem;re curvam , gue ,pro data 46/2'% AZ=—2 5 habeas
walorem formule fydx{dxy (1 pp ) maximum vel minimum.

Quoniam igitur eft m== fdxy (14pp), erit [z]=
NV t+pp) & [P]=-m: Porro erit Z—=yn &
L=y; & N=umn; reliquz litterz omnes evanefcunt. Hinc
ergo refultabit ifta zquatio pro curva quéeﬁta: o=—= "j"; X
g b(H—/yd %) g H—[ydx)p __ (H—[ydx)dp
o Cigrpy T Rlunde=d. VQrer) T )t

— _3pdx ) S app) — (H—/ydx)dp __
TGy T80 4¥/dxy (1 +pp) Gt

7%5%_% Quia igitur fit /° ydx= H, pofito x=—=4, eodem

eafu fiet fdxy/ (1 4+pp) == \/_(-T—:JF:?} = arcui curve abfciff&r

# refpondenti.  Que conditio adimpleri debet per determina-
tionem unius conftantis, quz per integrationem ingredietur.
Eft autem a&u hec zquatio differentialis fecundi gradus, qua
vero bis debet differentiari, antequam a formulis integralibus.
fydx & fdxy (14pp) liberetur: hocque modo ad gradum
fextum affurget, & poteftate fex conftantes involvet ; quarum
duz inde determinabuntur, quod fato x==o0 evanefcere de-
bent formule fydx & fdxy (1+pp). Ipfa autem zqua-
tio ita fiet intricata, ut ejus tra&atio fufcipi non mereatur.

N 3 : EXE



102 DE METHODO MAX. ET MIN,

Exzxreron IIL

28. Invenire curvam , in qua pro data dﬁi}.’c St rd -!-)5 fydx

maxsmum el minimum,

Hic erit n—=/ydx, &[2] =y & [N]==1; deinde

cum fitZ—= L, erit L = — & P=—-;'1’-; relique it
tere omnes evanefcunt. Hinc ergo prodit ifta zquatio. o =
H—[% + fd & fuo=H— r22 4 L — 207¢

Pofito ergo x =u«, quo cafu ﬁtj"-’—‘ = H; ecrit ydx ==

-z-r—;-d—” Differentietur ea zquatio, eritque o=—d—;-°-i£‘ — “")';{t

2;'{' + if’:: — 2;“”’ Seu o == 3 ndp* — aypdxdp
—npddp; qua zquatio commode fit integrabilis, fi dividds
3dp 29dx___ ddp cvius
? = dp > Y
integrale et C=3/p=2/mn—/ %. Seu Co*dp==

andp :

tur per npdp, proditenim o=%

p’ dx; pofito ergo x ==«, cum efle debeat ydx ==

erit ex hac zquatione Cny==2p*, qua una conftans definje-
]

tur. Erit ergo m=—=y 4% — 2704240 G0 ol

p Cdp 3 dp* — pddp
ﬂ—b’—\yfo‘lf , quz zquatio eft differentialis tertii gradus,

& propterea prater conftantem 4 ( pofuimus autem 7},— loco C),
tres novas conftantes involvit. Harum una determinabitur , €0
quod, pofito x=«, fieri debeat 72

——

== 2pp; alia vero inde

P dx
4y

63
quod, pofito x ==o0 ,efledebeat 1 = o, feu =o. Re-

liquz
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liquz binz conftantes manent arbitrariz, ac propterea curva
quzfita per duo data puna per que tranfeat, debet determi-

nari.
Exzumrfruom 1V.

29. Isvenire curvam az ad abfcifom A LZ==a relatam, .

gua fis{dx f{y"d‘i‘ maximum vel minimam.

Hoc exemplum ideo afferre vifum eft , ut appareat quomos
do quezftiones ejufmodi fint refolvendz > fi due plurefve for.
mule integrales indefinitz adfint. Sic igitur [y xdx=—mn &
[rdx == : &pofitodn=(2)dx, & dr=—=[2]dx, erit
[Z]=yx, & [z}=). Quod fi nunc littera mmufcula[z]‘
fimili modo tra&etur quo majufcula [Z], itaut fitd[s] ==
[m])dx+(nldy+ [pldp+ &e. erit [M] =y & [N]=x,

itemque [n]— 1. Dcinde cum fit Z = —= ’,entdz__ %_‘3
—-— 11-41 Ponatur -—'—-— L & Z = /; atque habebitur

ob N &P, Q, R, ", ==0, xﬁa pro curva quefita aequano,
o=x( H— j‘;—)——x(b——-l‘n:,x,ub ﬁtj‘—;.—:H
fndx -

== b, fiponatur y==4. Cum igitur fit Hx —
: ___ g rhdx
'?/;'_ f o

75+ Pofito ergo =4, fieri débet n==7v. Differentietur

denuo, prodibitque — 2~ = + —=’ =2 + 2"’ > feuxy

—x=="Y; hincque 1 = » x — ". Si. porro dlffcrentxatxo

mfhtuatur habebitur yxdx = wa’x + yxdx —27dx +
’;J’ ﬁ:uy.ya’x.-._.zrdy,vcl-’‘1"= iz-. Quoniam vero ;-
: pofito:
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pofito x==o0, fit #==0, fiet hoc cafu %:o. Aquas

tio autem y_:._?: dy > Ob ydx=—=dnx , integrata’ dat » =

by ; ideoque fato x==o evanefccre debety. Ex aquatione
o — by autem fequitur ydx==4bdy; hincque x==6/ly—é /o,
fiquidem #==4y evanelcere debeat, pofito x =0 ;" quo ca-
fu fieret y=—=0, & curva abiret in reGam in axem A Z inciden-
tem. Sin autem ponamus, pofito x == o valorem = ==/ydx

non’ evanefcere oportere, fed fieri == é¢, erit x==5/ —%— s

qua eft zquatio pro Curva logarithmica. Ad hanc penitus des
terminandam’, quzratur valor m=/"y xdx; quia eft ydx—
bdy, erit yxdx ==bxdy, &n=bxy—bx 4 Conf. feu

n==bby! L —4y4C. Oporteat autem 1 eflc == o,
pofito x=o, feu y ==y, em: n==bby! a:— +b6b6(c—)).
Jam ponatur x=«, erit / -CL =-%, & 9 =ce hoé

vero cafu, neceffe ¢ft ut fitn =—=x, feu cbee®® Fbbe—

bbec®™® — abo , hineque & ==1, unde erit, vel «4==o0,
vel 5==0c0. Incommodum hoc inde oritur, ;quod pofuimus
fieri p==o0, fao ¥ ==o. Ponamus igitur, pofito y—g¢,

tum eo cafu 1 evanefcere, erit m==6by /L —bby+big
—bbg! —f— Jam pofito x =w«, quo cafu fieri debet n=
rx=—ax;ecrit abc ea"b——bbcea"b+ bbg — 66gl-€_— =

. b . &
abee™, hincque & =£ (1—1-%-), fcui:-_li(-—!:-_—u_)
4 (4

ideoque x= —*(/ ’:;L‘-Z—L. Quz eft zquatio "curvam
' ’ lg(r—iZ)y=lc - 7

penitus
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penitus determinans, ita ut nullum curve punttum pro arbitrio
accipi liceat, -

SCHOLION IL

30. Per hoc igitur Problema, non folum ille quaftiones cur<
wvam pro data abfciffla maximum minimumve habentem formu-
lam fZdx defiderantes refolvi poffunt, in quibus Z prater
.quantitates determinatas ¥, y, p, ¢, r, s, &c. unam formulam
integralem m —fT Z]dx comple@itur; fed etiamfi plures
cjufmodi formule affuerint. Interim tamen notandum eft has
formulas integrales @ =/ Z]dx in fun®ione Z contentas ,
ita comparatas effe debere, ut [ 2] fit fun&io determinata ,
hoc eft fun&tio quantitatum x, v, 2, 4, r, &c. nullas ulera for-
mulas integrales involvens. Hanc ob rem, nuncinveftigemus
‘methodum refolvendi ejufmodi Problemata, quando ifta func-
tio [Z] non eft determinata , fed prater x,y, 2, 4, &c. for-
mulam integralem novam »==fTz }dx involvit. Ne autem
folutio nimium fiat prolixa, non ultra differentialia fecundi gra-
dus confiderabimus. Jam enim intelligitur fi folutio fuerit ad-
orata ufque-ad differentialia fecundi gradus, tum per induc-
tionem , folutionem ad quofque ulteriores gradus extendi pofle.
- Huncin finem nobis crit‘}.,l prima applicata defignanda pery, a2
qua tertia quz fequitur Nn==4" particula n» augeri concipia-
tur : Ex hoc augmento nafcentur l{qucnn‘a quantitatum y,p, & ¢,
cum fuis derivativis incrementa - '

" dy= o | dp= o d.9=+;x!.-_
y R — n '— g 27P
dy= o d-}'-—--_l-z;: dg'=+73
dy=dom 4,}':—-—-;5 d"=+-5;—';

quz Tabella fofficiet ad Problemata quacunque refolvenda, uti
ex fequente Propofitione intelligetur. '

Euleri De Max. & Miw. o PRO<
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_ | S
ProPosITIO IV. PROBLEMA.

31.8itx ={[2]1dx & d[z] =[m]dx+[n]dy +[pldp
+[q1dq, arque quantitas [ 1] ita invelvas formulam integralem
7,4 fit d[Z]=Zdx+[M]dx+[N]ldy 4 [P]dp
+[QI1dq. Jam pofio n = ([ L] dx, firt Z funiFio spfarum
X, Vs P>qs itemgue ipfius 11, ita ut fit dZ=Ldn+ Mdx +
Ndy + Pdp 4+ Qdq. His pofiis , oporteat definiri curvam
az , que, pro data abfciffa AZ ==a, habeas valorem formnle{Zdx

maximum el minimum,
S 0L U T1IO

Ut in Scholio przcedente monuimus, eft nobis abfciffa A L.
'==x, & applicata L1==y; abfcifle autem A L=—=x refpon-
deat valor ['Zdxquia particula n» nen afficietur.  Ex quo valor
differentialis ex fequentibus abfciffic elementis deternsinari debebit,.
quibus refpondebunt valores Zdx, z'dx, 2'dx, Z"dx,
2" dx, &c. ufque ad ultimum abfcif totius propefise A Z.
elementum in Z.. Invenientur autem fingulorum horum termi-
norum valores differentiales per differentiationem ;. fubftituendo-
loco differentialium 4y, dp, d¢, valores paragrapho przcedens
ti indicavos. Erit igitur :
d.2dx —=dx(Ldn +%;’—:—" ).

&2 dx=dx(Ldn + Z:'._%zg y
4.27dx ==dx(L'dn" + N'.p) === B::' + -'g;—x",_—' )
d2 dx=dx. L" dn" ' ’
4.2"dx=4dx, L'"qun"

&c..

-

Supereft igitur ut per nv definiamus differentialia dir, dn”,
dn’, dm'” &c. hoc eft valores. differcatiales. quantitatum I, o',
n’, o &ec Eft vero n=
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n =/ f[Z]dx

W =] Z]dx + [ 2]dx

0 =/ [2)dx + [Z]dx + [Z2']dx :

0" =T 2]dx + [2]dx + [2' Jdx 4 [2'dx

oV=/[Z]dx + [Za:zdxa{-[Z']dx-}-[Z"]dx-{-[z"’]dx-
c.

Ubi notandum eft quantitatis /'[ Z] dx valotem differentialem
efle =0, eo quod particula ny nullam mutationem infert in
abfciffam A L ad quam /[ Z] 4« refertur, Tantum igicur ter-
minorum differentialium [ Z214dx, [ 2’ ]dx, [2"]dx &c. va-
lores differentiales inveftigari oportebit.  Erit autem.

4.[2]dx=dx((L]dv + &120

AL T O

d.[ZNdx=dx([L")d7" +[N".] 5y— U’;-inv NCALTRS

dxt

d.(2") dx=dx[L"1dx" -
d[Z")dx—=dx [L'V]dx'"

&c. B
Nunc potro definiendi funt valores differentiales quantitatum
a, a, 5, &c. per 0y, quoslocodw, da’y d=’, c.fuble
titui oportet. Cum autem fit 7 = fT2]dx, & in [ 2] differen-
salfa fecundum gradum fupcrantia non inefle ponantur, fiet
valor differentialis ipfius =, feud> = o, ad fequentium autem
quantitatum =’ , 7", 7"/ &c. valores differentiales invenicndos ,
notafle conveniet efle

x = f[z]dx

x =/f[z]dx + [zE dx :

ot =f[z]dx + [z[dx + [2']dx ,

7" = [[z]dx + [2]dx + [« ]dx + ["]dz =
7 ==[fls]dx + [2]dx + [#]dx +[27] dx [ ]d%

&e¢.

O Erit
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Eri¢ autem |
d(z]dx = m) dx —55;}»

’ —_— [¥]__2[d
J.[z]lx—_-tn.lx(n-l Txg’f})\

d.[]dx=nr. ds([#]— LZP”;J + [‘_‘é‘l)

d.[<")de=0
d[g"] dx=0
‘ &e.

Ex his itaque obtinebitut

dx=—=o0
4.7 =m» dx—ﬂ
Jw—-"lrlx(u 2‘![])

dx

dor=nrde (01— + ““[ﬂ)
d.x'=nrdx([»] _‘_{L] + "_"I_‘IJ

doa'=wnrdx ([#]— ‘!-'L] +Haly

, omnefque fequentes valores inter fo erunt zquales, Quod £
jam hi valores inventi fubftituantur, eri

d [ 2]dx = »y.dx. %;,l

A[Zdr=mn dxctL"decfﬂ W—;,—,#’Iﬂ)ﬂh'l

-] !
o A% +E§€5J) P
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412" dx==m.dx.[L dx (] —21] 4 4l |
2" dem=mdx [L] 45 (] — 2] 4 4y
4 [ 2V 1dx = prodx (L0 ([ 1— 20D 4 £Ledy

&e¢.

Hinc porro deduciur ;
dn = o
d.n'4= »y.dx. %%—!
dn? =nr.ds(CL 240 (4 [F1 Lg.]_d'*:;_fifgl)
d.n"=nr. ds ([LV102')— [qlm’];x”“']‘.”lﬂ
e d[F])  44[Q
: B e i
2= nr, de ([L"] dx ([a*] — 21 4 4Ll
(L) — AL+ Ly A0 221,
4.5 = . dx (L") e+ (LN (1 — T2 + 2312)y
: [gld[L] + 2[L]dlg] __dre) 4]
' &c.
Ex his jam otientur fequentes detcrminationes ;
'I.de=m.dx.—’g— |

Bl

' dx* 1 ’
4 Zdw=m.dx(Lde. & + F 22, S
4,2 dmm . de (e (L1 ] 4 (] [ 22120,
+ ¥ =5+ &

O 3
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d.Z"dy == m.dx. L"dx ([ L] [p) — ALLALL T alLTd] )
+[N—42] 4 2],
d. 2" de=m. deLd x (L") de ([#] — 221 4 2dLal
L0 — L)+ o) gy AP) (o)
d.2'de == .. L' de(([L "o+ (L' 1de) (00"] — 28] - 2410
(L1 — BAELE AL ] ) 4123

d.2" de=my.dx. 1" de(([L" Jax+[L" Jax-H{ L"Jae) ("] — %] +

Jd[ 1 / [ ]d[L’] + [L']d[ ” d ' d
D HEA- R o — 4 + 4

Ut hi valores omnes eo commodius ad fe invicem addi queant,
ponamus breyitatis gratia [£] == [#] — ‘%—ﬁ—] -+ f%#:‘ [=]

— 40 4, a3ty QUL 20ty

+[N] — dﬁ:] -+ Jj&Q‘J ‘eritque fumma omrium , hoc ef}.
valor differentialis formule propofitz fZd4x, ut fequitur. ,
wr.dx (N—4% 4 448y, dx(L[ P — LAk,

+nv.de. LLL]{ g4 nv.de.[ HI(L"de4L" dx 4 L'd»
+&c.inZ)+nr.dx.[h] (L dx [L” Jde+ L' de([L"]dx
+[L"']dx)+ Lwdx([Lm] dx+ [Lm:] dx 4 [L"] dx)
+L"dx ((L"1dx+[ L' ]de+ [ L] de4[L"]dx) 4 &e.)
Binz igitur hic habentur feries infinitz, a termino L1 ufque

Zz progredientes, quarum illius L dx+ L" d x4 L'dx + &c.
fumma exprimi poteft per H—fLdx, denotante H valorem
ipfius /L dx,. pofito x=—=4. Quo autem valorem alterius feriei

* lnveftigemus , ponatur ejus fumma ==/, ita ut fit S= I{L{fl
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[L"]dx+ L'dx ([L”]dx 4+ [L"]dx) 4+ &c. Sumatuf
valor fequens S'=844dS, erit §+dS —=L"dx. [L''] dx
4+ L"dx ([LY]dx+[L"1dx) + &c. qui-ab illo fubtradus
felinquet, — 48 == LY [E"] dx* + L [L"] d%* +L”
[L”1dx*4&¢. feu —dS—=[L"]dx (LVdx + L'dx +
L dx+ &c.) ideoque — d§ = [ L") dx (H—fLdx), &
integrando § =G — f[L]dx (H—/(Ldx), conftante G
ita affumta, ut fiat §=—=o fi ponatur x — 4. His inventis

fiet valor differentialis formule propofite /Zdx == #y. dx (N
. dP , ddQ * [QldL 4 2Ld
-+ 48 4 p Py — (RIAEH 2EAIR), yryqpyy

4 (H—fLdsx) ([2][p]—LeldlE)+ 2[L]d(g]

+ [N — 48 M)y ety ae (B—frax

([”]"""%%l + fl—‘%[f;l ))- Hazc expreflio autem in.fe-

quentem formam tranfmutari ‘Potcft’ , ex-qua faciliys valor dif-

ferentialis formari poterit , f1. differentialia altiorum graduum
am fecundi, tam-in Z quam in [Z] & [ =] infint. Eric fcilicer

formule fZdx valor differentialis abfciffe AZ =« refpondens

ddQ 'R a*s _

Ie I T T &)

. _ — [P H—(Ldx) | dd.[Q)(H~[Ldx)

g{-m«:’x (N)(H—/ 2dx - -+ T

o AL[RI(H—[Ldx) | 4 ~[S](H-:fldx)__&c.)+”" dx

dx® d x

([7)(G — [1L]dx (H—/Ldx)) — d[p}G '—gz.z d: (H—[Ldx))

., dALg)YG—(TL)dx(H—(Ldx)) _ d.°[FYG—S[L)dx(H— [Ldx))
+ dx* dx’

- &c. )’. Invento autem’ valore differentiali, fi is ponatyr ==o;
habebitur ®quatio. pro curva quefita, Q E. L ‘

= wn dx (N —-’% +

Cos
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CoroLL L

- 32. Inventus igicur eft valor differentialis pro formula /'Zdx
latius patente, quam quidem in Propofitione eft affumea: fcili-
cet fi fuerit dZ —=Ldn + Mdx 4 Ndy+ Pdp + Qdg
4+ Rd4R 4 &c. atque exiftente dn =—=[Z]dx, fi fitd[ 2]
== [L]dx + [M]dx + [Nldy+ [Pldp + [Q, 1dg
+ [R]dr + &c. itemque fi pofito dx = [ =] dx fuerit
d[z]=[m]dx+ [»]dy 4+ [pldp +[9]dq9 + [r]dr
+ &c. Quoticunque nimirum gradus differentialia infint in,
quantitatibus Z, [ 2], & [z ] folutio data inferviet.

CoroLrLrL IIL

33. Quod fi ponatut H—fLdx =T, & G— [ L]44
(H—/fLdx) =V, erit valor differentialis

=nrde(N—42 4 490 TR 4 gc )

domnds ([N]T—2LE1T 4 ”ﬁf,?r’— LI &)
s (W— 21T 4 SEL41F LV 4 gc )

Cororrn IIL
34. Hinc igitur mjﬁatio pro curva quafita etit heé, 6 =
IN+[N] T+ [,]V_._WW+MM
. A (R 131}'4‘[_"]" ) 4 &c. cujus progreflionis lex, fi
forte opus fit pluribus terminis, fponte patet.

CoRro.LL IV. ,

35 Quin étiam hinc refolvi poterunt ejufmodi Problemata;
in quibus Z non unam, fed plures iftiufmodi formulas integra-
les
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les indefinitas i1 infe comple&titur; vel etiam fi [Z ] plurescjuf-
modi formulas # =/ [z]dx in fe contineat.

CoroLrLL. V.

. 36. Denique, etfi pofuimus effe [2] fun&tionem determina-
tam, tamen per indu&ionem hinc modus patet valorem diffe-
rentialem formandi, fi ulterius [2] in fe contineat formulam
integralem indefinitam.

S CHOLTION.

37. Latiffime igitur folutio hujus Problematis patet, quia
non folum precedentia Problemata omnia in fe comple&titur, at-
que ipfi cafui propofito fatisfacit, verum etiam per inductionem
ad cafus qualefcunque magis intricatos accommodari poteft.

. Quod ut facilius percipiatur, ponamus in [z] infuper inefle
formulam integralem » = ¢ dx, ita ut fit { = [/] d» +
Lmldx 3 [#1dy 4 [p]) dp + [9]4d9 4+ &c. exiftente
d{==pdx +rvdy 4 @dp 4 xdg 4+ &c. Jam ad va-

“lorem differentialém determinandum , prater quantitates integra-
les binas T & V, tertia debet definiri 2¥, ita comparata ut fit
W=F — fT!1dx(G—f[L]dx (H—/Ldx)) qua
evanefcat pofito x ==4«. Hocque fa&o, erit valor differentialis

=nrdx (N+[N|T+ W V+r W— d( P+[P]T-¢*I-xm V+ow)
3 dd. (Q+[Q] 5-;1: (g VW) &c.) Quamobremncs

. quidem maximi minimive formula excogitari poterit, quz non:
in folutione eflet contenta, aut ex talibus formulis compofita ,
ad quas ifta folutio patet. Quinetiam liceret hanc expreffio-
nem in infinitum extendere, fi quzlibet formula indeterminata
aliam novam formulam integralem indefinitam in fe complec-
tatur; neque difficultas ulla adeffet, nifi in charaGterum fufficien-
ti numero fuppeditando. Qua cum ulterius profequi non fit
necefle, unicum cafum principalem .evolvere conveniet, quo

Eulf:ri de Max. ¢ Min, P in
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in formula /' Z]4x, que valorem ipfius 1 prebet, ipfaquan:
titas [ Z] denuo m involvit. Hoc enim cafu complexio iftiuf-
modi formularum integralium a&u in infinitum progreditur ;
namque fifit d[Z] = [L]dn + [Mldx 4+ [N]dy +
[Pldp+ [Q ]d9 + &c. erit hic iterum 4m, quod ante
fuerat d= , & quoniam eftd n =[2] dx, denuo eadem zqua-
tio d[Z] = [L]dn 4+ [M]ax + [ N]dy + &c. recur-
rit, atque ita tra&tatio formularum integralium nufquam abrum-
petur. Cafum igitur hunc, cum quia infignem nobis afferet
ufum, tum quia concinnam admittit folutionem, pertrattabimus.

PrRoPosITIO V. PROBLEMA.

38. S8i 11 aliter non detur nifi per aguationem differentialem dnx
= [Z]dx, inguna[[ L7, prater quantitates ad curvam pertinen-’
tes Xy Yy Py Q, Ty €. ipfam quantitatem 11 compleciatur , ita
st fis d[Z] = [L]dn+ [M]dx+ [N1dy -+ [P]dp
4+ [Q Jdq+ &c. Sit Z functio quacungue ipfius N & ipfarsm
X, V5 Ps q, &c. dtaut fit dZ=—Ldn+ Mdx + Ndy
+Pdp+ Qdq+ & invenire curvam, in qua, pro data abf:
ciffa AL ==a, maximnm minimuamve fit formula { L d x.

SOLUTIO

Ponamus differentialia; qua tamin Z quam in [ Z7 infunt;
fecundum gradum non excedere, itaut particula ny ultra abfcif
fz pun&um L verfus initium nullam mutationem inferac. So-
lutio enim nihilominus hinc poterit maxime generalis confici.
Sit igitur abfciffa AZ = x, & applicata L1 =1y, patietur
S 2Zdx ab adjetta particula n» applicatz N n = »” nullam mu-
tationem, ejufque valor differentialis erit == o. Quamobrem
valor differentialis formule /'Zdx, quatenus ad totam abfciffam
A Z extenditur , colligi debebit ex elementis Zdx, Z' dx,
Z'dx, z'""dx, &c. Singulorum autem horum elementorum
valores differentiales invenientur , fi ea differentientur, & loco
differentialium dy, dy , dy", dp, dp', dp’ ,& dgq, d4, 44"

i valores
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valores §.30 indicati fubftituantur, onmam autem infuper in hac
differentialia ingrediuntur 4, dmr, 4n’, &c. ponamus  eo-
rum valores ex nr oriundos tantnfper, donec eos inveniamus ,
efle hos :

an’”’

dn = »nv. & = gy..d | AN = ny. 9
d == nv. € |d0" = ny. ¢ | d0"" = nv. 0
dn = ny. ¥ dn’ — ny. C &ec.

Hinc itaque crunt valores differentiales

dZdx = nv. dx (La 4 ‘%, )
dZdx = ny. dx (L'C + d:x: 3_%‘;)

d.Z2' dx = nv. dx(L”y+N”r——%+—d'%—”._—)
d.Z"dx = »nv. dx L'"d
d.2Vdx — ny. dx L
A.2'dx == mv. dx. L'{
&c.

Ut nunc valores lntterarum ¢, 6, y; & e, &c. definiamus;
notandum eft efle 4n, 4, dn" , &c. wvalores dlffercntlalcs

quantitatum n, o', Jr’, &c. Ef vero

n =— f[Z]dx .

¥ = f[Z]dx + [2]dx

W = f[Z]dx 4+ [Z]dx + [2']dx

W= [[Z]dx + [2)dx + [Z]dx + [ Jdx

&c.

ubi j'[Z 1d %, per hypothefin, a particula ny non afficitur. Va-
lores igitur differentiales formularum [Z2]dx,[ Z )dx, [ 2")dx &c.

funt inveftigandi , qui erunt
2 A [Z]dx
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J.[Z];{x = sndx ([L]x + %%;'
d[Z27dx = nmndx ([L']1¢ + ‘Elill_zdeg;’] )

d[2"]dx = m.dx ((L']y + (N}— 1 4 [£]

dx dx
d.(Z2"]dx = ny. dx [L'""]4
d.[ZY]dx = #nr.dx. [L'"]¢
4[2']dx == nv.dx. [L']
&ec.

Ex his igitur erit ut fequitur’
d o — @« '
dn — ”V.dx([LJQ +.[§.p;;]. )

dn’ = nvdx. ([L]a + [L']¢ +[TI';|__[Q]%:M)

dn” = nvdx ([L]e + [L'16 +[L" ]y +[N']— ig“]
+ 4421
dn" = wndx[L]a +[L]16 + [ 1"y +[L"1+N9
— ‘%;1 + éid[;gi )
dn' = nv.dx ([Lle 4 [L']J6 + [L"]y + [L"]4
+[L e+ A0 2]

&c.

His comparatis cum valoribus affumtis, erit

U BE—3)

- ==,[L]¢dx+%1 |
y =dx ([L]e + (L']6 4+ %]_LQ] +24[0] §

dx* .
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d=dx ([L]a + (L1 + [L']y + [N']— £E]
+ dd[Q])
£ == dx ([L]a + [L']G +[L]y + [.U'”]J‘ + [¥]
— 4Pl 42L2),
dx +
&ec.

Ex hifque 2quationibus elicjtur :

p—

— [Q]
¢ dx .

7=[L’][Q]+[PI [Q]+2d[—Q]

¢ == [L'1[R] + [L'][L] [Q]dx + [L"] [P'de
— (L7 1R —2[L' J[Q N 1e—dP'] + 222

feud=[L"][L'1[Q]d*+[L"] [P]dv—[Q]d[L' 1
— a[L'J4[Q]+[N'Jdx — d(P 1+ -2

qui valor ipfius & notetur, eritque porro
§=J(1+[L"]dx)
{=4d(1+[L"]dx)(14[L"]dx)
y =J(I+EL’”de)(8:+[L"’] dx)(1+[L']dx)
c.

Cognitis his valoribus, erit valor differentialis elementis Z24x
S 2'dx + 2"dx refpondens

= mndx (N—52 4 442 1117101 + L [P]—
[gldrL + 2Ld] Q] ) Sequentium autem elementorum oms

nium ufquc ad Z valor differentialis, fi ponatur ¥ = [L*][Q.]
P 3 3-[L]
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’l’lder] , feu & ==V'd x, erit fequens : #v.dx (L dx + L"dx
(-t (L)) + LY d Crk [L77de) (1 [ L] ) 4 LVd
(1 4+[L7]dx) (1 4+ [LV]dx)(1+[L"]dx) + &c. ) V.

Quamobrem hujus feriei fumma cft indaganda; hunc in fi-
nem , fcribamus L loco L™, & [ L Jloco [ L7 ], fitque fum-
ma, quam quxrimus, = §: erit §= Ldx 4 L' dx (1 +
[L]dx) 4+ L'dx (1+[L]dx) (14 [L']dx)+ L" dx
(1+ [L]dx) (1 4+ [L']dx) (14 [L1r]dx) 4+ &c. Jam
ipfius § fumatur valor fequens ¥ =38+ d Serit § 4 dS= L'dx
+ L'dx (1 +[L']de ) +L"dx (14 [L]dx ) (1 [ L' |dx) + &e.
Hincque — 48 = Ldx+ L'[L]dx* 4+ [L]dx. L'dx
(1+[L"]de)+[L]dx. L' dx (14[L ]dx) (1 +[L"]d%)
=+ &c. que feries cum ad priorem reduci queat, erit — 4 §
== Ldx 4§ [L]dx,fiveob § —=35,dS +§[L]dx——

Ldx; qua integratadaten:['] % g C’—feﬂ:L] dx Ldx,
qua conftans € ita debet accipi, ut pofito x — «#-fiat §—o.
Hanc ob rem erit valor illius feriei §=—= ¢ /[ L 1dx

(C-— fef [(Lld=p 4y ). Ex his igitur formule propofitz

S2Zdx orictur fequens valor differentialis: #y. dx (N — j‘f‘:

+ 442 4 p Q]+ 2Py — L&LEEF2Ld[Q)
: _ [Qldrr) 4 2[L]d[Q]

+ 802" ][RI+ [LI[P] — Tx

+ [N] — JEZ] + djx[f_l_]) ), qui tranfmutatur in hanc

e 4R NIs—

dx*

formam commodiorem, #».dx (N—

d.[dl’x]s + dd'd[x;Q] § ). Hinc autem formari poteft valor
differentialis formule fZ4x, fi tam in Z quam in [ Z] differen-
. : tialia

i
\
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tialia ad gradum quemcunque affurgant. Ad hoc efficiendum,

fic valor formule integralis /" JLL1d% ) 4 » quem obtinet, fi
x==a4 ponatur, == H, ac fcribatur , brevitatis ergo, ¥ loco

hujus expreffionis ¢ /L] dx( H —-—j'cf[[‘] 4% 1 dx ), erit-
que valor differentialis —=#v.dx (N+[N]V _d_(l’_%’ﬂ’_)
+ 4R+ [el)  LFREIRIV) | ge ) Aeque hinc

pro curva quafita orietur ifta xquatio, o = N4 [N]V —
d(p+[Pl¥) ! dd(Q4+[QIV) . &£ (R+[R]V)
dx + dx* ‘ - dx?

+ d*(s-!l—£+s]V) — &c. Q.E. L

CoRrRoLL I

39. Infervit igitur ifta propofitio ejufmodi Problematibus refol-
vendis, in quibus maximi minimive formula /Z 4 x talem in
fe continet quantitatem 1, quz nequidem formula integrali ex
quantitatibus ad curvam pertinentibusx, y, p, ¢4, r, &c. ex-
hiberi poteft , fed cujus determinatio pendet a refolutione ®qua-
tionis differentialis cujufcunquc. Habetur enim dn=—=[2]d x,
atque [ 2] ipfam quantitatem 1 utcunque in fe comple&i ponis
tur.

Cororr IL
_- 40. Cafus hic .notari meretur ; quo eft L=[ L7, quippe
quo fit-formula /z/LE14% 14 ¢ integrabilis , integrali exiftente

—=f1L1d= Quod fiergo, pofito x==4, abeat JIE1dx
H, fiet V=He—/IL1dx __ ¢

JPT. I B



o
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Cororr IlIL '

41. Cafus hic potiffimum locum habet, quando curva que-
titur , in qua fit ipfa. formula n = /T Z]4x maximum vel mi-

nimum., Tum enim fit Z=—=[2], & hinc L=[L], M
=[M], N=[N] &c. Hinc itaque erit valor differentialis

= ny, dx(H[Nje'—f[L]dx_d.H[p] ;s —J{L]dx

dx
—f[L]dx>
e
-+ T

o =[N]€—f[L]dx -___‘l;["]e
_-—&C.

44 H(Q — &c. Atque aquatio pro curva etit

—mw+uw;mw
dx : dx -

Corovrti IV.

42. Quia ex hac zquatione quantitas H a data abfcifla AZ
==4 pendens per divifionem eft egreffa; patet his cafibus cur~
vam uni ablcifle fatisfacientem, eandem pro omni alia abfciffa
efle fatisfaGuram : ita ut hzc Problemata fimilia fint iis, in
quibus quantitas Z eft fun&tio determinata.

CoroLrLL V.

43. Si erga quantitas n = /T Z]dx debeat efle maximum
vel minimum, exiftente 4[ Z}==[Lldn+[M]dx+[N]dy
+[P]dp+[Q ]dq 4 &c. curva poterit exhiberi, quz una
pto quacunque abfciffa ifta proprietate gaudeat; ejufque natura

—[[L}dx
exprimetur hac zquatione: o =[N]e —/TLldx __ 4[Fle -
—/f[Lld=x
+ =48] :Ix* — &c. Ex qua infuper, evolutis fingu-

* lis terminis, quantitas exponentialis e —[[L]d% , atque adeo

ipfa formula integralis /T L ]dx excedent.
§CHO-
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SCHOLION LI

44. Ufus hujus Propofitionis eximius eft in quaftionibus ita
comparatis, ut quantitates indcfinite in iis contente per formu-
las integrales exhiberi nequeant, verum conftruttionem zqua-
tionum differentialium poftulent. Atque hxc folutio perinde
valet, five una hujufmodi quantitas 1 infit in formula maximi
minimive /Zdx five plures; ‘quod fi enim plures infint ejufmo-
di' quantitates 11, plures etiam habebuntur valores litterarum L,
{21, [M}, [N], [P]. [Q], &c. atque etiam littere V'—

e—f[L]d”(TI———fef[L]d"L dx); qui omnes aqualiter, co
modo quem invenimus, in valorem differentialem formule
£ Zdx introdu@i przbebunt @quationem pro curva; fimilisque
omnino tra&atio erit, ac fi unica tantum adeflet. Quoniam au-
tem littera ifta 1m, cujus valor abfolutus per quantitates ad cur-
vam pertinentes exhiberi non poteft, in omnibus fere terminis
manet; xquatio pro curva, que invenitur, non folum ex litte-
tis ¥, y, 2. 4, r, &c. conftabit, fed etiam ipfam eam quan-
titatem 11, alialque formulas integrales plerumque ab ea penden-
tes, uti/TL])4x & fLdx, involvet. Quare ut quatio pro
curva pura, que tantum litteris x, y, 2, ¢, &c. contineatur,
prodeat, oportet cum aquatione inventa, poftquam a formulis
integralibus /T L]dx & fLdx eft liberata, conjungi 2quationem
dun=[Z]dx, ejulque ope valorcm n climinari, Quanquam
autem hoc modo ad differentialia altiorum ordinum pervenitur,
tamen non totidem inefle cenfendz funt conftantes arbitrariz.
Nam tam ipfa zquatio dn== [ Z]dx, quam relique anteriores
@quationes, certam requirunt determinationem, unde plures conf-
tantes determinabuntur.. Caterumnotandum eft veritatem hu-
jus Methodi comprobari poffe per pracedentes, quando 2qua-
tio dn—=—[ 2] dx ita eft comparata ut integrationem admit-
tat: tum enim exdem queeftiones per Methodos ante traditas
refolvi poterunt, indeque confenfum obfervare licebit. Ita f{i
[ 2] tantum ex x & m conftet, tum certum erit 1 cffe functio-

Euleri de Max. & Min. Q nem
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nem quamdam ipfius x determinatam, atque folutionem ad Ca<

put precedens pertinere. Idem vero hac folutio patefaciet ,

cum enim fit hoc cafu [N] =0, [P]==0, [Q.]=0, &c.
’ P, ddQ

aquatio pro curva erit o =N — % + 7.0 — & que

eadem per Methodum priorem obtinetur. Ulfus autem hujus
folutionis clarius per aliquot Exempla declarabitur,

~ Exemrprum L
45. Isvenire curvam , in gua fit maximus valor spfius 11, exife
tente dn —=gdx —an” dxy (1 4pp) o

Quaftio hzc occurrit quando quaritur curva, fuper qua gra’
ve in medio refiftente fecundum celeritatum rationem 27 plica-
tam defcendens maximam obtinet celeritatem : denotat enim
1 quadratum celeritatis, & g vim gravitatis fecundum direGio-
nem axis AZ exertam. Pertinet itaque hzc quaftio ad cafum
Coroll. 3 4, & 5 expofitum, quo erat Z2 = [Z] =g —

s0" v/ (14pp) ; atque adeo curva uni abfife fatisfaciens pro

omni abfciffa zque valebit. Cum igitur it d Z==——ann"" "

¢n”pJP

. — n

dny(x +pp)—m, erit [L]=-—ann
— =0, e «n p oy

ACE J P [MJ-—C’,[N] © [P.] i .m:
[Q]==o0, &c. Unde pro curva quefita ifta invenitur 2quatio :
o==—d.[P]e /L1 g 1Py /TE13% _ Eipine

que — /T L]dx==1C— I[P}, & [L]dx ="[—[PP]-]. Subfti-

tutis ergo loco [ L] & [ P ] debitis valoribus, erit fann™ %

dxy/ (1 +pp) =+ IC—!—a—In"—p+4/(1+2p);
hin (S H"—ld =—-£ég—_.‘.1_? _I_’i?__ .
cque ann" " dy/(14pp) =20 — 2L 4 P
—

—!
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. d d -
— P(lﬂ”_”—ﬁg; feuo == ndu+ann” dey/(142p)

ndp Quz xquatio, ut eliminetur 1, conjungenda -

Sm——

eft cum hac dn 4 en"dxy (14 pp) = gdx; unde fiatim

e ndp =___ugpdx(x+pp)
ﬁt O——”gdx+P(I+Pp)’&n — d—_p -Cum

igitur curva fuerit inventa, hxc zquatio ftatim prabet celeritatem
corporis in quovis curva loco. Ponatur dx = — ’;‘Q , erit I ===
pr(itpp)&dn=pds (x+pp)+rdp(1+3pp); hinc-
que obinebitur ifta zquatio, pdt (x1+pp) +1dp (14 3p2)
o " T ) e + 14r
n

e Py, — ==o0, qu& tran{mu-

. . npdt(14pp)trdp(nt1+t3npp)  adp

tatur in hanc s B T =z’

ni TP (1 +p2p) &F-
. 1

wjus integralis eft . —— N
) ”’n£n+l(x+pp)n n T

: L :

q_n%, feu g=(2+6p) t”p”(x+p;>)" % ; hincque

»,
P = — I___‘_/”q“ = . Erit igitar dx =
p(x+;>p3 v (atcp)

,&JJ::

”P(I+PP)I_I.'ZH Vgn——l(a_*_cp)

— 4 ; hincque m =

”(J.(_*;PP).)I-—-—I: 2n (I,,gn—-!(a,-{—ip) )

% gV (I-1PP) : I 4 p w VI T-PP) .

.‘V atCp’ Erit ergo ¥ == ngfp(l -+ rp) v at+6Gp 2
dp g\/(!+PP)_

1 dp
atque y == ngfx-l—pp V =6

Hirc apparet quantitatem m fuper curva nufquam ecffe pofle
== o; hanc ob rem, in cugvz initio 11 jam habebit certum quem-
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dam valorem. Ut autem indoles curva magis percipiatur, ex

zquatione It == — 2£7 dx( dI;H, ?) patet valorem ipfius dp

ubique negativum efle oportere , ex quo curva verfus axem
erit concava. Quia igitur valores ipfius p recedendo a curve
initio decrefcunt , in ipfo curva initio » maximum habebit va-

. lorem. Hinc ponamus initium curva ibi, ubi eft p ==o0. Sit

ergo AP axis curve verticalis , in cujus directione vis gravita-
tis g corpus deorfum trahat, atque in initio curve A fit tangens
horizontalis Aa : ibique corpus motum fuper curva incipiat ,
celeritate,cujus quadratum fit ==4, Erit igitur, pofito p =00 , b=

. _%_ , atque €"=yg, feu € = —f—n. Potto ad uniformitatem

confervandam fit = —. Quod fi jam curva quafica fit

K .
AM, & ponatur AP=x, PM=—=y, & dy == pdx; eritin
M celeritatis quadratum n=4+# "’/&:—L't%’—) ; atque ubi tane
b +ek'»
gens curva fiet verticalis, ibi erit celeritatis quadratum == £ yg.
urvz autem conftru&tio ita conficietur, ut fit
—_ bk, dp m g/(14rp)
X == —— S v T &
ng p(X+22) 7 p7 iy
=_<!'_'gf dp 5 &V (14+2p)
7 TARE ST
Deinde commemorari meretur fingularis proprietas, feu res
latio inter corporis defcendentis vim centrifigam, quz eft
21 . ? .
— o> & vim normalem quz eft \—/;TZW)' Quod fi enim
vis centrifu 20 ——2n P_ onatur = F, &
g2 rad. ofc. dx(l_*_Pp);'z P

cue »

vis normalis — £ i ”)=G ; erit, ex aquatione @=—
ngpdx(14pp)

fon —204p _ __ _27"2P . phacrela-
7 Gt VR
: tio
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tio inter vim centrifigam F & vim- normalem G, ut fit F=—
2» G': nempe vis normalis fe habebit ad vim centrifugam ut
1 ad 24 Corpus in A data celeritate motum inchoans defcen-
dendo fuper curva AM, inquovisloco M abfcifle AP refpon-
dente majorem habebit celeritatem , quam fi fuper alia quacun-
que curva cadem celeritate initiali defcendiffet. Evolvamus au-
tem binos cafus principales ; ,

Sitque 1°. refiftentia quadratis celeritatum proportionalis ;
erit n=—=1,& F=2G. Pro curva autem habebitur:

—— dp_
* fp(b+gkp3;/(x+pp)
&y =—0 GV Fr)’

itemque arcus curve AM ==— b4/ ﬁ,zﬂf-ﬂ ”_“:fii_’. .
Ponatur arcus AM = s, qui cum evanefcere debeat pofito p =00,
eriu=l—l£%%’5-’f , hincque ¢’ Agbp=b+gtp & p=
—F =£ Unde orinubdxr{-g&d;:gée”kd];
gk(e’ " —1) ;

. . — ?
_Erit autem | porro ex azuau02: J —};p ) (bf:{ gﬁgu)\’/{(,:)-g-pﬁ)
. g — /4 +£ 424 -
Iniegraa ) = Tt ) | Ko—ech VB 2el0G +20)°

a°, Sit refiftentia ipfis celeritatibus proportionalis, fiet #=1£
& F=G, hoc eft vis centrifuga vi normali erit 2qualis. Qua
bine vires cum fint contrariz , quafito fatisfaciet ea curva, quz
a corpore fuper ca defcendente omnino non premitur. Erit autem

dp
b ®

p(Vé+gpvik) 2 bVk

—_ dp —_— )

&y == 2 T VT T it er VR
hincque ydxy/b4-gydyy k==2bdx\/ k,& ds—= z—b%d——i—’m,; hincque
integrando ¥=—=— gyv .%. + 2gk! Eﬁ———-‘-‘—/}ﬂ' Hzcer-
| Qs g0

Xx=—oagbkf
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go curva non folum per Logarithmicam conftrui poteft, verunt
eft portio ipfius Logarithmicz obliquangule. Erit fcilicet ipfa
curva projectoria, quam corpus in hac refiftentiz hypothefi
projectum libere defcribit. Hac convenientia ex eo patet, quod
curva a corpore moto nullam fuftinet preflionem , qua eft pro-
prictas curvarum libere defcriptarum.

Exemrrum IL

46. Invenire curvam in qua, pro data abfciffax ==2a, minimam

St ifla formula fi’i(_'_*'_ﬂﬂ.), exifferted 1 = gdx—an'd x

vy
¥ (1+pp)

Quzxftio hzc eongruit cum illa, in qua requiritur curva, fus
per qua corpus defcendens, in medio refiftente cujus refiften- .
tia cft ut poteftas exponentis 2 # celeritatis, citiffime arcum
abfciflz « refpondentem abfolvit. Denotat enim hic g vim
gravitatis fecundum direGtionem axis follicitantem, 4/ 1 celeri-

tatem corporis in quocunque loco, & e n” refiftentiam medii
ipfam.  Erit itaque Z2—=YC+2r) ghincdz=...:

vy
—dnv (14rr) ,, pdyp v 7V (1),
2oV +,VH(I+PP),undeerxtL 2oV’
M.: ) N— —— 14 i —_—
o o,.P Ty Potroerit [2] —¢

—an” V(t4pp), &d[Z]=—ann"" *d my(1-+pp)

n —

v+’
. L] ”
M) = — —_— ——anll? -
[M1=o, [¥N] _o’;& EP]'— vOitre) Ha
bebitur ergo V' = e“"fﬂ dxy/(1tpp) .. ... -

x(ﬁ——-zn[u"_'dx\/(l'i'l’l’) v itp) __ gy,
2oy ?
deno-
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denotante H eum valorem formule . ., . .« . ... .. "
[ Rl §
j‘e_ anf 1 dxy/ (1) ‘lx;/n(:/t” P) quem obtinet

fifit x =—a. Namque V evanefcere debet pofito x =24, eft-
que dV = anVn” dx\/(x-i—pp).g. d"\/('-'l-PP),

2ny o

Ex his pro curva qufita obtinebitur ifta zquatio : 4. (P +[P] V)

=0, &P+ [PV =C, feu V= E,IP Subftitutis er-

- govaloribus debitis, ent 2/ o dxy(1tep) cee s
x(ﬁ—anfn" de(x+_pp) dey (142p) H)

2nyn
= r=CV f Crt-pp ).. Quarc conftantem C'ita determina<
aell py 11 N

+ : —_— ——] ' |
1i oportet , ut pofito x =<4, fiat C \/_—_L———n( 177 Cum
autem fic V' = d C‘/(""”), erit 4V =

nvn ) '

——(n+ )dn nCdn\(<r+M) Cdp ~

IETER + nil + ”

enl’ Vo el p aen p*v(a+pp)
' dx\/(x+pp)+ ndx /(v +pp)  nC(¥4ppldx |
20y It nyn rn >

in fubfidium vocata xquatione dV =a sV n " dey/(14pp)
+ dx‘;&:j;fp) .Cum autem fitdn=gd x — an” dx .

Xy (1 +pp)erit— () gdw y nCgdx(1dpp)

¢n"“\/n A',H"+‘P e
cdp —o, feu S22 M

el p*v(1+pp) FYGE T Ty
__ nCgdx I;/P(i +72)  Quod fi jam hac zquatio cum illa

dn=—gdx—a n" dx y (1 +-p #) conjungatur, poterit cli-
 minari
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minari quantizas Im, hocque pa&to inveniri aquatio pto eurva
quefita.  Hoe autem modo calculus fieret maxime tadiofus, ac
minime tra&abilis. Adminiculum vero fummum afferet ultima

zquatio in hanc formam tranfmutata : Z—;,ﬂ = (rD)dxy/(1-4pp)

ny o
_ nCd;( ; *+r2) | i expreffioni ante zqualis efle inventus

eft valor ipfius 4 Vs erit ergo dV == Cdt & V= D —

cy( grp
== ; — ',+-p-1'-—> . Jam igitur habemus duas
gr el Vn mnzp
@quationes has C—”?: (nt3)dxy/(1+pp) s
gp H\/H oo o o o o
. nCdx(1dpplg,paC__t _ CV(rdp)
ny ? &r v nup .

Ex quibus fi eliminetur rr, habebitur zquatio inter p & » ejufe
modi, ut nufquam x fed ubique tantum dx occurrat , €x,quo
illa 2quatio poterit conftrui atque adeo ipfa curva. Vel faci-
lius ex pofteriori Zquatione determineturp per i, hicque valor

in 2quatione fundamentali dx == -1 fubfti
&=—an VY (147pp)
tutus , dabit valorem ipfius ¥ perm , erit fcilicet ¥ =
A d"" atque y =/ f,'ln . .
g——an V({-tpp) g—an V(1+pp)
Conftans autem D. ita debet accipi, ut pofito ¥ ==«, quo calu

I
ft C = fiac D = m) 3 feu tum lec

?
CVn(l-i-M)f

SCHOLION IL

47. Inhisigitur duobus Capitibus, Methodum expofuimus in<
veniendi lineam curvam, in qua, pro datz magnitudinis abfcif-
fa =« , maximum minimumve fit formula /Zdx, exiftente Z

func-
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fun&ione-ipfarum .9, p, 4,7, &¢. five determinara five indeter-
minata. Functio autem determinata nobis eft, qu, fialicubi dentur
valores litterarum x, 3,9, 4,  &c. ipfa affignari poteft , {ive algebrai-
ce five tranfcendenter. Fun@io autem indeterminata eft,qu per da-
tos iftarum litterarum valeres, quos uno in loco obtinent, affignari
nequit, fed omnes valores pracedentes fimul involvit, quemad-
modum hoc evenit, fi figna integralia occurrant. In Capite
igitur fecundo Methodum tradidimus omnia Problemata refol-
vendi, in quibus Z cft fun&tio determinata; in tertio vero hoc
Capite perfecuti fumus eas formulas, in quibus z, vel ipfa et
fun&io indefinita, vel talium unam plurefve involvit; fimulque
Methodum ‘exhibuimus pro iis cafibus, quibus funtio illa inde-
finita nequidem per formulas integrales reprefentari poteft , ve-
rum refolutionem 2quationis differentialis requirit. Nunc igi-
“tur eos cafus evolvamus, in quibus expreflio, quz mazimum
minimumve effe debet, non fimplex eft formula integralis, uti
haQenus pofuimus, fed ex pluribus ejufmodi formulis utcun-
que compofita : atque fimul Methodum aperiemus plura alia
Problemata, quz non ad coordinatas orthogonales fpe&ant , ex«
pedite refolvendi.

CAPUT IV.
De Ufu Methods hactenus tradita in refolusione

varis generss qmﬂ;'onum.

ProrosiTiO I. PROBLEMA.

2. W Nuwenire equationem inter binas variabiles x &y, itaut ,pre
dato ipfixs X valore, puta pofito x ==a, formula {Zdx ob-
dineat maximum minimumve valorem, exiflente L functione ipfaram
X5 Y Ps Q> s & five deserminata five indeterminata.
SoLUTTIO

Ex quacunque confideratione variabiles x & y fint nate , c2
Euleri De Max. & Min. R femper



feracor tanguam coordinatx orthoanszias eyinfpiam Curve téne
fiderari poffunt : atque hanc ob rem queftio propofita huc revo-
catur , ut determinetur curva abfciffam habens —x & appli~
catam =y, in qua valor fZdx, fi ad abfciffam date magni-
tudinis , puta x==4, applicetur, fiat omnium maximus vel mi-
nimus. Quod fi autem Problema hoc modo ‘proponatur, tum
cjus folutio in prarcedentibus Capitibus fatis fuperque eft tradi-
ta. Quamobrem formula propofitz/Z 4x, fecundum Metho-
dos ante expofitas , capi oportet valorem differentialem, qui
data abfcifle x = # conveniat, ifque nihilo 2qualis pofitus da-
bit wquationem inter x & y defideratam, quz pro data abfciffa

x ==a, producet formule fZ4x maximum minimumve valo-

rem. Q. E. L .
CororLrL L

2. Methodus, ergo ante tradita multo latius patet ; quamad
zquationes inter coordinatas curvarum inveniendas, ut qua<
piam expreflio /2 dx fiat maximum minimumve. Extenditur
{cilicet ad binas quafcunque variabiles, five ex ad curvam ali<
quam pertineant quomodocunqle, fivein fola analytica abftrace
tione verfentur.

Corocrr IL

3. Inter binas autem wvariabiles propofitas dilcrimen ingens
intercedit , eo quod propofita formula fZ24x pro determinato
uodam alterius variabilis valore maximum minimumve obtine-
re debeat. Ifthanc ergo variabilem conftanter litera x, alteram
vero littera y denotari convenit.

Corovrtr IIL

4. Literis igitur « & y debito modo {binis qt.x.mtitaﬁbhs

vatiabilibus impofitis, erit p = %, 7= 5%: r== % >

rE—
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§ = ‘5—:; &c. His fcilicet litteris differentialia cujufcunque

gradus, que forte in maximi minimive fothula infint, tolli
poterunt, ita ut Z futura fit functio litterarum ¢, y, p, 9.7, &c.

CororLL 1V,

5. Cum ergo maximi minimive formula ad talem formam
S Zdx fuerit redu®a, in qua Z fit fun&io ipfarum x, y, p,
4, r, &c.five definita five indefinita, tum ex fuperioribus prz-
ceptis formule /" Z4 x valor diffetentialis , refpondens toti abf~
ciffe propofitz x = 4, debet inveftigari , qui nihilo zqualis
pofitus prebebit ®quationem inter x & y quafitam.

CoRrRoLL V.

6. Si Z eft fun&io definita ipfarum x, y, p, ¢, 7, &c. tum-
valor differentialis formulz /"Z4 x non pendet a prafcripto abf
ciffe valore x =—='«; & hanc ob rem zquatio inter x & y in-
wenta pra qualibet abfciffa prebebit - makimum vel minimum
formule /' Zdx. L :

S CHOLI O N L °

. %. Quia in hoc negotia valores differentiales, quos ante pro
omni genere formularum fparfim eruimus, in promtu effe opor-
tet, eos hic conjun&im in confpetum producemus, uc fit un-
de, quovis cafu oblato, valores differentiales, quibus opus fuerit,
conquiri ac depromi queant. Exhibebimus igitur formule/z4x
pro varia fun@ionijs Z indole valorem differentialem, qui perpe- '
tuo determinatz variabilis ¥ quantitati , putax == 4, refpondeat:
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L

Maximi minimive formula
[Zdx. _

aZ=—=Mdx 4+ Ndy + Pdp+4 Qdg + Rdr + &c.

Valor differentialis erit

- 3 4

mpds(N — 32 4442 4R\ 22 &)
qui valor differentialis pro omni variabilis » magnitudine zque
valet. 11

Maximi minimive formula
S [Zdx.
dZ=Ldn-+ Mdx+ Ndy + Pdp+ Q dq + &c.
&n—=—/[Z]dx
' - exiftente ]
d(2]=[ M de+[Nldy+ [Pldp+[ Q] dq-+ IR dr o &C
Jam pofito poft integrationem x = 4, fit/Ld x==H, po<
naturque H— fLdx =V, )
Valor differentialis erit

ords(N+INIV— d.(p-:l-ir]r) 4 44 ggitx[g]rr)

2 (R+[RI¥) , d*.(s+([s1V) __
- dx® + dx* = &c. )
I1L

Maximi minimive formula
[2dx. L
dz—1Ldn + Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + &c. °
&n=—/f[Z]dx
d[7)=[L)dr+[M]dx+[N1dy+[Pldp+4[Q ] dq+ &c.
&x=—/[2]dx
d[z]:[m]dx+[»]dy+[p]dp+[q]dq+[r]dr+&c.'
Sit iterum, pofito poft integrationgm ¥ == « ut ante, SLdx

—
Sm———
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= H, acponatur N — (L dx==V. Jamintegretur /[L]V dx,
fitque integrale, eo calu quo x ==« ponitur, == G, ac po-
natur G— f{L)Vdx =[ V]=G—/TL]dx (H—[Ldx)s
His pofitis, - Valor differentialis erit
#rdx(N+[NIV+[(#1[V] — d(P+[P]V+[P] [V])

+ M(Q+[Q] V+{q] ) ___#(rR+ [1‘}] V+[r] 14
- x L
d’(S+[S]V+[:]rV]) &c. ) .

+

unde fimul lex progrcfﬁoms patct, fi adbuc plura integralia
involvantur.

IV.

Maximi minimive formula '
[Zdx.
dZ-—Ldn + Mdx 4+ Ndy+Pdp + Q_Jq 3 &c.
. : - &n=/f2dx
Abcat, pofito x =—«, hac exprcﬁio JL%in. H denotanae

¢ numerum cujus logarithmus eft =1, fitque H ¢ — Ly,
Valor differentialis erit

d.
mde (NP — 22 4 3 F — ‘p”+";‘:”-—&c.)‘

.v'

Maximi minimive formula
[Zdx. -
dz=L dn+de+N?[+ Pdp + Q4q + Rdr + &c;
& n=—/f[Z]dx

~ d[Z]=[Lldn4+[M ]dx+[NJdJ+[PJdP+[Q]41+[R]*+ &e.
Sit , fi ponatur x =4, poft integrationem .
relllld= 1 e —H
atque ponatur :
3 ¢




Fig, 1.
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e_—ft’:['.]dx (H—fef[L]de dx) =V
Valor differentialis erit

w.dx(N+[ N1V d(P+[P]V) ‘Id(Q'*'[Q_]V)

dr. d‘ S+ |(S]V
2RI <;|;[] ) _&C..).

In his igitur quinque cafibus continentur omnes regulae quas i
Capmbus preecedentibus invenimus. lique tam late patent,
ut omnes calus qui quidem occurrere queant, in iis vel au
contineantur , vel faltem per eos non difficulter refolvi poffint,
Iis lgltul‘ hic in compendium redaéhs, corum ufum monftrabi«
mus, in refolvendis queftionibus, in quibus x & y non deno-
tant coordmatas orthogonalcs.

XU

EXEMP!.UM I

. Ex dato centro C duddis radiis CA, ' CM, invenire lineam
AM que inter omues alias lincas intra angulum A CM conten-

m“ﬁthww OB ';-J...... . SN \.l., ..\

“Pater qundem hanc lineaim qufitam effe reétam : fiterim tamen
hanc quzftionem fecundum pracepta data refolvi conveniet, ut
confenfus-Mcthodi cum veritate lucylentius perfpiciasur. Cum i lguur :
longitudo lin¢x A M pr6 dato angulo'’A C M dcbeat efle minima;
ponamus angulum hunc ACM effe == x; feu centro C, radio

.CB ==1, defcribamus circulum, fitque arcus BS = ». Tum

fit radius CM altera variabilis ==y, ®quatione enim inter has-
variabiles x & y inventa, innotefcet natura linez quafite A M.
]am autem ducto radio proximo C'm erit Ss = dx, & mn
=4y, fumto Cn==CM : ob tridngula vero fimilid CSs
& CMn erit 1: dx =CMiy]: Mn[ydx]. Ex his ita-
que erit Mm=y/ (dy*+y'd=*); & quia perpetuc poni-
mus dy = pdx, erit Mm = dx V(99 +pp ); unde linez
AM longitudo erit = fdxy/ (yy+pp), que debet efle mi-

nima pro dato ipfius x valorc puea x ==4,. At quia hzc for-
3 , mula

A )
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mula ad cafum primum pertinet, linea fatisfaciens erit pro quo«
vis valore ipfius » minima, Cum igitur fit Z=v/ (yy 4+ 2>
wde -y st 2
erit d 2 — 15y bap & in cafu o

A= ToEm) T VG & Il primo fie
fammee] pro— ——-’———— » P = _—-2—— _— =
M=o, N= J0+m Viptg) 2=c
R—o0, &c. idecoque dZ =Ndy + Pdp. Habebitur ergo
ifte valor differentialis »v.dx( N— % ), indeque pro folu-

tione ifta equatio, o =N — Z—f qux , multiplicata per pdx
—=dy, dat Ndy =pdP; quo in zquatione 4Z == Ndy--Pdp
fubftituto , prodibit dZ==Pdp + pdP, & integrando z+C

=Fp, feu C+v(py+pp) = ny)‘{’m Quocirca erit \/_(g-yﬁ:p—)

==Conff. = b. Atelt Mm [dxy (yy+pp)]: Mn [ydx]

=MC [y]: ng 3_77) 3 qua quarta proportionalis prebet
erpendiculum* CP, quod ex C in tangentem linex quefita
P demittitur. Cum igitur hoc perpendiculum CP fit conf
tans , intelligitur lineam quaficam efle re¢tam : & quia, in 2.
quatione inventa prima Ndx — 4P, dux infunt potentia conf-
tantes arbitrariz , conditio hec quaflioni eft addenda , ut linea
quefita per data duo punta tranfeat; tum igitur linea re@a per
illa duo punéta dua quafito fatisfaciet.

Exemrrun 11

9. Super axe AD conflrucre lincam BM, ita comparatam, wt,
abfciffa area. ABMP date magnitudinis, arcus curve BM illi

aree re[pondess [it omninm minimus.

Quia pro data area ABMP minima longitudo arcus BM
requiritur , area ABMP nobis defignanda erit variabili »: al-
tera variabili y autem indicemus applicatam curve PM. Jam

fit abfcifla AP ==+, erit x==/yd?, ideoque-ds = éyf:atque .

arcus



Fig. 9.
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arcus BM longitudo erit =/v (4y* -+ % ). DPofito ergo

Wy==pdx , minimum effe debet hae formula /dx/( J—I; +2)
= f de V(149920 | Eyie itaque z="40 -;”"); &

- dy yyrdp
VA : ———]
4 7yV(I+7'e‘)+JV(.1-Fy‘p‘) unde M=o

—_ —t P p — .
¥N=rtasr’ P= vy Ao be Pa
tinet ergo hec quaftio ad cafum primum, ac folutio prebebit
lineam curvam , qua pro area quacunque AP M B abicifl erit
breviffima. Pervenietur autem , uti in przcedente Exemplo ,

ad zquationem hanc Z=C- Pp, atque curva quafita per
data duo punca defcribi poterit. Erit itaque v(r 4 y9pp)

y
= . Py = : =
G+ —L——V(‘ 55773 feu 1 = Cyy/ (1+yypp): velb

3VC1gypp)s binc it b6 =yy 4500, & p =
( ;;- )=%=f}:’ ob dx = ydr. Erit igiwr d¢

. J _ .
= \/_(b%:’—_’), &t=c+y(bb—yy). Quare linca
quafita erit Circulus, centro alicubi in axe AP, puta in C,

affumto : ifque inter omnes alias curvas per eadem duo quacun-

que. pun&a duas, pro data refeta area ABM P habebit ag:

cum BM brevifimum. A :
Exemrrum IIL

vo. Eduttis ex punito fixo C radiis CA’y CM ; imtra eos
deferibere curvam AM, que pro dato fpatio ACM habeat arinm

AM breviffmum.

Quia arcus AM minimus effe debet, fi fpatium A CM da:
te magnitudinis abfcindacur ; ‘ponatur area hec ACM=—=x,

atque radius CM defignetur altera variabili y. Jam ponatur
arcus



IN RESOLVENDI]S QUAESTIONIBUS. 137

arcus B'S , radio C B == 1 defcriptus, ==7#; erit, ut ante vidi-
mus, Mn=—yd:z, & area MCm=1yydt=dx, unde fic

dr== %5 Quia porro eft M m = v/ (dy* 4 y'd#* ) =
v(dy*+ 5_;_;_'); fit dy = pdx, minimumque efle debet
j“;—"\/(4+pp”). Cum igitor fit Z== '/—(—‘-’—'—;-—11”—:2 , erit

—o, N 4 __ S ]
M O,N J]\/(4+JIP'),&P V(4+.’.’P‘)’
Q —o, &c. Hinc refultar ifta 2quatio Z==C+- P p; propterca

V(g +J=p‘)=C+ PP
vatr'e')?

few 4=Cy v (4+y9pp) vel 2b==yV (4+yypp); hincque

¢ Y =dx T yyde ¥ e = vbb~—y) °

itemque integrando # == A fin. %— -+ A fin. %— = Afin.

b ——cc V¢ bh — - o .
N = ;';C‘ B 1nAC exs demittatur perpendicus

lum QS =fin. A+, erit QS= Wb — “)'t- : V@b —) . At

quod fit M =—=o0: ideoque

ex xquatione # -+ Conf. = A fin. —i—- colligitur curva quefita

effe Circulus AME per pun&um fixum C tranfiens. Defcriba-
tur enim fuper diametro quacunque CE in C terminata Gircu-
lus CAME, arcus AM interceptus inter radios A CM pro
dara arca A CM erit minimus. Scilicet fi alia quzcunque curva
per duo quacunque punéta in hoc Circulo fita defcribatur, bi-
nifque radiis ex C du@is area zqualis arce A CM abicindatur,
arcus illius curve refpondens perpetuo major erit quam arcus
AM. Quod ut appareat, ducatur ex C ad CE normalis CD,
in eamnue ex S perpendiculum S Q demiteatur @ erit triangu-

lum SC Q_fimile triangulo CEM, hincque CE: CM [y]
== CS[1]: SQfen SQ = Jr=="fin. A. DBS, vel DBS
Euleri & Max. & Min. S =

Fig. 9.



Fig. 10,
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== A fin. 'CLE‘.' Pofita ergo diametro CE =4, & quia cft

DBS==BS+BD = r+ Conf. crit s+ Conf. = Afin. % :
que eft ipfa illa proprietas, qua curvam quzfitam predicam cfle

oportere invenimus. '

Exszmepruum IV.

11. In fuperficie quacungue, five ‘comvexa five concava , ducere
Gneam, qua [it intra fuos terminos omnium brevifima.

Sumatur planum quodcunque ad quod fuperficies referatur,

AP Q, in coque capiatur re¢ta AP pro axe. Jam ex linex
quafitz fingulis pun&is concipiantur perpendicula in hoc planum
demitti , quibus defcribatur linea A Q_, qua erit projectio linez
breviffimz in hoc planum; qua cognita, fimul ipfa linea brevif-
fima in fuperficie propofita innotefcet, Vocetur AP==x
P Q =1y ; atque cum natura fuperficiei detur, ex datis AP =x
& DM = dcfiniri poterit longitudo perpendicularis Q M in
planum APQ,, donec fuperficiem in M fecet. Quod fiergo
ponatur QM ==z, longitudo hujus linez & dabitur per x &
9, ita ut z fit fun&tio definita ipfarum » &y. Cum igitur fic
= fun&tio ipfarum x & y, quz ex =quatione locali ad fuperfi-
ciem datur , ponamus efle 4z ==Tdx+Vdy;cruntque T &
V ejufmodi fun@iones ipfarum x &y, ut Tdx + Vdy fie for-
mula differentialis definita: pofito nempe dT=Edx + Fdy,

erit 4V == Fdx 4 Gdy, exiftente littera F utrique differentia- -

. li communi. Nunc elementura linez in fuperficie ductz cft ==

V(dx* +dy* +dz* )=y (dx*+dy* +( Tdx+Vdy)*)s
Pofito ergo dy = pdx, minimum effe debet hac formula
fdxy(r+p+T +2TVp+4Vp*); itaut fit Z=
V(G422 + T 4+ 2TVp + V'p*) , unde fit
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[+ TEdx + TFdy + pdp
| + VEpdx 4 VFpdy 4 T Vdp
d2= 4 + TFpdx 4+ T Gpdy 4 V*pdp
- | + VFpldx + VGppdy
LvQGtre + T2 TVp+V ")

Quz formula cum ad cafum primum pertineat, proveniet ifta
@quatio inter x & 53 .
TFdx <4 VFpdx 4 TGpdx 4 VGppd=

' S (14pp T 42TVp 4 V' ")

pTV4 Py . '
J'V(x+pp+1"+2TVP+V’P‘)' Eftvero Fdx4Gpdx

— 1. - TV VpdV
== Fdx+ Ga’y2 . dV, unde erit T e D)
d—LtETV+Vp

Y+ (TFD)

+dp(1 4T +77) .
+ dT(V—Tp) - . .
4+ dV(TH+T' 43T Vp 4 3TV p*+-V°p' +2 Vp+-Vp*)

Ctpp+(T+Vp )Y

v!" |

JAquatione autem ordinata, refultabit hac dp( 14T+ 7*)
+dT(V—Tp) +dV(Vp —Tpp)y=o,fudp
== ::’T_:l).,(’f:;: 247) " Cumvero ﬁtp=%, eric dp
. — Vdx) (dxdT d
== —J;’-; hincque fiet dx ddy = (IH :;-’i-'.r)"(-l-, V‘+4’ 2]
qua eft 2zquatio differentio - differentialis pro projectione AQ
line2 breviffime in fuperficie qufita; ideoque indicat, eam per
duo quzque pun&a duci poffe. /Equatio hxc inventa in varias
formas tranfmutari poteft, que fzpius majore commodo ufur-
pari poterunt.  Ac primo quidem expediet eliminari differentia-
lia dT & 4V': cum enim fit dz = Tdx 4+ Vdy, eritddz
== dxdT+ dydV + V ddy; ideoque dxdT 4 dydV ==
S

2 ddz
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ddz — Vddy, quo valore fubftituto prodibit ifta 2quatio
dxddy+T* dxddy+4 V*dxddy=—=Tdyddz—Vdxddz
— T Vdyddy + V*dxddy, feu deddy + Tdzddy —
Tdyddz—Kdxdde; .hincqué ddy’:'-d(.z = Td}‘— Vdx:
dx + Tdz, Multiplicetur ®quitioirventa per 4z, acin pri-
mo término cribatur Tdx 4 V'¥yloco d z., erit Tdx*ddy
+ Vdxdyddy+ Tdz*ddy = Tdydedd x — Vixdzddz.
Addatur wtrimque ' T'dy*ddy — V.dxdyddy, erit Tddy
(dx*+dy*+dz*) = (dzddz +d]de).(Td] —-Vdx)
dyddy4-d>ddz ___ Tddy ' - - Tddas -,
feu Ea{’-{—dy’-l-dz‘ T Tdy— Fdx  dx<+Tdz Vel mul-
tiplicetur ®quatio per dx, ac loco T'dx fcribatur dz — V' dy,
obtinebitur dx*d'dy+ d2*ddy — Vdydzddy =— dydzddz
— Vdy* dde— Vdx*ddz.. Addawr uiimque 4y* ddy
— Vdz'ddz, eit ddy(dx* +dy* + dz*) — Vdxz
(dyddy+dzddz)=—=dy(dyddy+ dzddz) —>

. dyddy 4 d2dd
Vdde(ds'+dy* +de')s ideoque FSLEE =

dj J: ;’ jf" ; quae zquationes omnes in fequenti- expreflione

o dyddydedsddi 2" ¥ddy . wddi
contmentur 2x‘+d,‘+d};'__—_1'dy—— de—dx-l-'rdz ——
%. Hic notandum eft, quia quantitatum T' &V’ diffe-

fentialia nufquam occurrunt;'perinde eff¥, five in'T' 8 P contincatur
%, five minus. Quovis igitur ‘cafir'oblato 5 coaveniet eam a2qua-
tionem aflumere, qua facillime integrationem admittat. Vel
ti-fi fuperficies propofita fit folidi rotundi convetfione cujufcun-
que figurz circa axem.A P nati, erit y y 42 2 == quadrato fimec-
tionis ipfius x, quz fit =— X, eftque applicata illius curvae
 genitricis abfciffe x refpondens. Erit itaque 2dz = XJX —
1dy, & de = {igf__l‘_il_ unde fiet T == %}%{, & V=
— z’ . Sumatur jam ; commodi ergo , zquatio in qua T' non

. S o T occm-
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, . dyddy 4 dzddz __ddy 4 Vdds
occurtit,  hac dx‘+dj"—l:1¢1z 1y F 74z %> ob

— _.__, . Ayddy 4 dzddx __ 2ddy—9yddzx
V= - ranfit in hanc dx*pdy*+-da* zdy—-ydz 2

_cujus mtcgralc eft Ly (dx* +dy* +d 2 )——-1 ";"dz,feu
zd]'—]dz—és/(d" +4y* 4+ dz*).  Quoniam nunc eft
= V(X‘-—-]‘), ponatur dX = wlx erit do = Xvdx — Jdy

= ; ="
& zdy—-Ja’Z—x 'j’(x; X’;i) £, & y(dx* dy* de)
— V(X* 9*dx* 4+ X*dy* 4 X*v*dx? —2Xyvdxdy)
V(X*—9y?)
Ergo X*dy* — 2X’ywdxdy + X*y*v*dx* = bb X*d x* —
bb ‘dx‘+6£X‘d -'I--b’Xz *d x? -——25’X yvdxdy, leudy®
/b"——X')XJ’Udey"f-X ldxl bzxxdxz_'_& ’dx‘ b X3y 2 dx
= T X*(bb— XX)
.quz, extraltaradice, przbet Jy ——-"‘J’gx =+ 5 “!; ‘3(2'}";’”_)_@; XX)ZQ,
Quod fi ponatur y = Xz, ut fit dy= Xds + 2vdx, fiet
oo dr. bdx v (1 vv) . .
VTi—1) xf(bb jx;)’ in qua zquatione, quia X
& v funt fun&iones ipfius x, variabilesz& x a fc invicem funt
feparate.

ExeMmMrrun V.

12, Super axe APN confiruere curvam AM ejufinodi, n¢, abf-
ciffa per normalem MN-arca ANM duse magnisudinis , arens
AM fit minimss,

qua » pro definita arex A M N magnitudine, arcus AM
minimus effe debet,, ponatur area AMN =«x, pofi toque
¥ ==4; quo cafu arca AMN fit =«4, fiat arcus AM mi-
nimus. Ponatur porro applicata orthogonalis MP =y, abfcif-
fa AP=1, & fubnormalis PN ==w#; .erit 4x = fyds +

vy, &% _—=_-L2 ‘elementum vero arcus A M erit =
S 3 - dy

Fig, 11,
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d’””"'""). Porro cum fit #dx ==ydt 4} (wdy + ydw)
& dy =222 J 7°2, erit andx =yydy+ Landy+4 Lyndun, & du

— 2adx__ 29dy uJJ. Jam ponatur dy =p4x, mini.
’ un
mum effe debebit /° rdx ‘/({" + ux) satque # eft quantitas cu-

jus valor ex hac zquatione d» ==dx ( 22 --3“:’_? — %2y des
finiri debet. Pertinet itaque hac quftio ad Cafum quintum ; cum
quo fi comparatio inftituatur,fit ¥ == n & Z — ﬂ-PT;l‘l‘) s
el X / 4 4

unde L= —‘T(___-I-Ln—_ M—-O; N——W)s &
P == !—(ZL'-"-—"—“—) Deinde cum fie n_fdx(%'-.%l
— _),5:521—-;-?2—‘12 & differentiande erit
& [P] = :22—7. Jam cntf[L]dx_j"_Ll

J{L]dx __ Sy nn. _ =—9yd -
ly,&e _——T—,ateﬁw_m):

S2ydy: nnn
unde fiet [ HL]“LJ.::——_{D‘, V()J_}_;{;,cujusvalor
~f2ydy: nn](H

pofito x=«, fiat =— H, fitque V=¢
fﬁydy nn
+/— rpe n] 4y ). His praparatis, erit 2quatio fatisfa«
ciens (N+ [N]V)dx._d (P+[P]V), five fubflitutioni-
bus &&is 9dy 2aVJx EVJJ_HVQ —
>nv(ay+nn) T Ty n Y
4 ( V(”I-Il-nn) 2bs I;V) At et 2 4dx = ydn

14
-+
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2294y , w 24 Vdn__avidy
- = + ndy; unde cmn‘,(”_*_n,) r -
=4 ¢ Yootnt)  2Vy mry . »dy —_
- I n ) nv(y+4+n*)
yydn __2 Vd_?__zde+ 2Vydn ___ndV ___ vdn
n* v(yy+ n*) n I o’ >*+H
nvdys. : yydn __2Vdy , 29dV__ 2Vydn
==o0. Verum, eft generaliter 4/ ==— Ldx

L ndvV__nvdy
+ J JJ) P e
- > i = 14y ) — Yay.
— V[L]dx; unde erit dV R Ty £
yydn =dVdn+2Vydn__
n*v(yy 4+ nn) dg -p
; quo fubftituto oritur 4 Z ;in____z nd’ + 2’#’ 4+ 0 ;V
. Vdn __nvVdy___ . d dn 2y .
==o0; hoc eft V(dy«+n+,)

J b4
.V(J+H+”) d.,(,+n+”)

+ V—jl 5 hincque
Vdn

qua zquatio, cum fit divifibilis per 5;1—1 + % + I—II’;J, dupli-

y L3 . . J J
cem dat folutionem, Quarum prima erit -,7” =22, que pre-

bet V' ==—¢y: quoniam vero V" evanefcere debet in cafu mi-
nimi, eodem cafu erit y = o; fcilicet pofito x == 4 fiet
y=o. Cum nunc fit V==cy, fala fubftitutione in zquatione

__ __yydy __aVydy vdy _. d
dV == Ty 1) ol e ent—{l—z—n,‘, v )

= &%#2 ; hincque vel y==o0, vel 4y =0, quocafu pro-

dit linea re&a axi parallela; veln =00, quo cafu prodit linea
re@ta ad axem normalis: vel etiam v(yy4 100 ) =MN =
Conff. qua zquatio dat Circulum ; atque integer femicirculus, ob
y==o in cafu minimi, quefito fatisfaciet. Secunda folutio pro-

. . e dn 2dy , ndy nnd
dit ifore — 4 =—= 28— o, feu ndn4- 1122
cxdxvore’+n +” o, fe 4+ )+
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+ 294y =0, qua multiplicata per yy, fit yyndu 4-nnydy
+2y'dy=o0, cujus integrale eft n*y* 4+ y* =C, hincque
o= Y09, qua zquatio, quia non pendet ab V, pro
quocunque zalorc ipfius x fatisfaciet. Erit autem introdu&a abf-
cifa AP—=1+¢, obg=—=n0=— ’—4-1, ifta 2quatio Zj—t’- —

de
v( ”’;‘L’) , unde df = 7-({‘327—4) » €X qua zquatione intel-

ligitur Elafticam re@angulam quafito fatisfacere; ita ut pro area
ANM inter normales AN & MN arcus curve AM it bre-
viflimus. Hac autem curva per data duo pun@ta, fiquidem
axis AP fit pofitione datus, defcribi poteft.

SCHOLION IL

r3. Ex his Exemplis eximius ufus, quem habet noftra Me.
thodus in Problematis etiam diverfi generis refolvendis, abun-
de patet; inprimis autem ultimum Exemplum nonnullas nota-
tu maxime dignas fuppeditat circumftantias, ex quibus natura
folutionis illuftrari poterit. Quoniam enim duplex @zquatio ob
factores duosnata eft, duplex quoque folutio prodiit; quarum prior
lineam fatisfacientem abfolute determinat, ita ut ea per data duo
pun&a duci nequeat : dat enim vel lineam rectam, vel femicir-
culum. Lineare®a duplici modo quaftionem folvit, dum eft vel
normalis ad axem AP, vel cidem parallela; & quemadmodum
utraque fatisfaciat manifcftum eft: nam in ea, quz eft normalis
ad axem, portio quz cum axe & normali datum fpatium com=
prehendit perpetuo eft infinite parva, ideoque revera minima:
altera reta axi parallela aliquanto latius patet, cum ea per da-
tum pun@um duci poffit; & quia ipfe applicatz ad eam funt
normales, ac fpativm abfciffum fir ue ipfa abfciffa, ejus refpec-
tu linea illa reta utique erit breviffima.  Semicirculus deinde,
qui ex prima folutione prodiit, ita abfolute fatisfacit, ut, pro-

pofita fpatii abfcindendi quantitate , ipfe femircirculus determi-
netur,
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fietur , ¢jus enim area effe debet == 44. Secundaautem folutio,
quz curvam Elafticam re&angulam prabuit, latius patet : nam
per data duo quzcunque punéta ejufmodi curva traduci poteft,
-eaque, inter omnes alias curvas per eadem pun&a tranfeuntes,
hac gaudebit prarogativa, utfi, in omnibus curvis, per norma-
les , arex =quales abfcindantur, arcus Elaftice futurus fit om-
nium minimus. His igitur expofitis pergamus ad ufum Metho-
di traditz oftendendum, in iis maximi minimive inveftigationi-
bus , in quibus maximi minimive formula non eft talis expref-
fio integralis fimplex /Zdx, qualem formam ha&tenus perpetuo
tra&tavimus ; verum eft compofitaex duabus pluribufve hujufmo-
di formulis quomodocunque. Ac primo quidem, fi maxi-
mum minimumve effe debeat aggregatum duarum pluriumve
formularum integralium, puta fZdx 4 /[T dx — fXdx,
operatio nulla difficultate laborat: quia enim formula maximi
minimive eft fdx (Z+ T — X ), hzc tanquam fimplex
formula integralis traltari, ejufque valor differentialis affignari
poterit. - Operatio autem eo redibit, ut pro fingulis formulis
[Zdx, [Tdx & [ Xdx, earum valores differentiales quaran-
tur ; earumque loco in formula [Zdx 4+yTdx — [Xdx
fubfticuantur; & quod oritur nihilo zquale ponatur: ficque ha-
bebitur @quatio quzfito fatisfaciens.

ProPosiTIO IL PROBLEMA.

14. Invenire equationem inter x & y, ut, pofito x==2a, fat
hac expreffio (Zdx < (Y dx, gue off produitnm ex duabus formu.
ls imegralibus {Z dx & (X dx, maximuns vel minimum.

SoLUTI!IO -

Ponamys iftam zquationem inter ¥ & y jam effe inventam ,
foreque ex ea, pofito ¥ == «, valorem gormula: [Zdx— A,
& [Tdx = B; erunt he quantitates 4 & B conftantes; at-
que carum productum 4 B maximum vel minimum. Jam po-
natur apud valorem indefinitum x variabilem y augeri particula

" Euleri De Max. ¢ Min. T ny,
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ns, ex ea utraque quantitas A & B incrementum accipiet, unas
quzque {cilicet augebitur valore differentiali ex prxccdentibus
definiendo. Sit igitur 4.4 valor diffcrentialis ipfius 4, qui ref-
ponder formule integrali /°Z dx, pofito x = «, fimilique mo-
do fit 4B valor differentialis ipfius B oriundus ex formula /T4dx,
pofito x = «. Cum ergo, ex adje®a parricula n» variabili
y, abeat Ain A4 dA, & B in B4+ 4B, produtum AB
tranfmutabitur in 4B 4+ 44 B 4+ BdA + d AdB; quare
cum ABecfle debeat maximum vel minimum, oporiebit effe
AB — AB + AdB + BdA 4+ dAdB. ldeoque o =
AdB+ BdA, ob evanefcentem terminum 4.44 B pre reli-
quis. Ex his itaque oritur fequens Problematis folutio; Qu-
ratur formule /'Z 4 x valor differentialis qui fit 4.4, fitque 4
valor formule fZdx, quem obtinet pofito x==4. Deinde
quaratur formulx /Y dx valor differentialis, quifit 4B, ac B
denotet valorem formule f/T'dx, quem recipit pofito x =—=«:
quibus fa&tis habebitur ifta zquatio o == 44B + BdA, ig
qua relatio fatisfaciens inter x & y continebitur. Q. E. 1,

Corortr L

15. Quanquam in aquatione o= A4 B + Bd A iofunt
uantitates conftantes 4 & B, tamen ez non funt arbitrariz,
;‘ld utraque per ipfam hanc quationem definietur.  Scilicet fi
ex hac 2quatione eliciantur valeres fZdx & fYdx, ponatur
que x == 4, prodire debent ille quantitates 4 & B; unde he
determinabuntur per #, & per reliquas conftantes arbitrarias

quz per integrationem ingredientur.
CorocrLeL IL

16. Si Z & T fuerint funGiones determinatz quantitatum
X, 9, p» ¢, v, &c. wm valores differentiales 4 4 & 4 B non
pendcbunt ab «; interim ramen quantitas # ingreditur in 2qua-
tionem o = A4dB 4+ Bd A: ex quo curva inventa, tantum

pro definito abfciffie x valore ¥ ==, quafito fatisfaciet, c
: a - o-
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Cororri IIL

- 17. Ex xquatione autem o =— A4 B 4 Bd.A particula
ny omnino egredictur : nam quia uterque valor differentialis
d A & dB per ny multiplicatus prodiit , iterum n, per divi-
fionem exterminabitur : hocque modo ®quatio inter ¥ & y atque
conftantes nafcetur, qua Problemati fatisfiet.

S CHOLTIOON I

18. Neminem hic forma 2quationis o =44 B 4 BdA in-
vente offendat, eo quod fpeciem formule differentialis defini-
t2 pra fe ferat, neque hinc.etiam quifquam concludat zquatio-
nis o == AdB 4 BdA integralem fumi pofle -hanc, Conf..
=/AB. Jam enim fignificationes explicavimus, quas tribui-
mus cum litteris 4 & B, tum etiam formis differentialibus 4.4
& dB: ex quo intelligere licét, vulgarem notandi modum hic
non locum habere. Ideo autem hunc notandi modum, etfi
a confueto diffentientem, hic adhibere vifum eft, ut'néxus xtna-
tionis 0 — A4dB 4 Bd A cum formula maximi minimive
SZdx. fTdx melius perfpiciatur. Cum enim maximum mi-
nimumve refpondere debeat valori ¥ = «; ponamus hoc cafu
abire /Zdx in A é;c_lfT 4% in B; quo fatto, maximum mini-
mumve erit A4 B, Hinc autem fponte nafcitur 2quatio inventa
o=AdB + Bd A4, fiquidem AB, licteris 4 & B tan-
quam variabilibus {fpéQatis, differentietur. Quod cum fuerit
faum, in memoriam revocari oportet , pro differentialibus 4.4
& d B accipiendos. efle valores differentiales eos, qui conve-
niunt formulis integralibus /Z 4x & fTdx, ex quibus ipfe
quantitates 4 & B conftantes prodiere. Huncnexum ideo an-
notaffe juvabit, quod infra eundem ad quemcunque compofi-
tionis modum, quo formula maximi minimive ex formulis in-
tegralibus compofita fuerit ,eque pateré; ‘fimilique modo ex ipfa
maximi minimive expreffione’ per differentiationem #quationem
quzfitam obtineri oftendemus. -~
T 2 E X E M-
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. Exlurlnuu | 5

19. Invenire equasionem inter x & y. wt, pofito x =2, fs
ifta exprefio {ydxx{xdy maximum. :

Fiat fydx = A, & fxdy = B, pofito x=—=4«, & qua-
rantur formularum [ydx & fxdy, feu fxpdx, valores dif-
ferentiales : ac formule /ydx valor differcntialis eft »y. dx. 1,

formule autem /'x dy, feu Sxpdx, elt »v. dx (--—-23’-‘- d. x)

= —anrdx. ErtergodA=—=nr.dx, &dB=—n,.
dx: unde 2quatio o == A4 B + Bd.A abibit in hanc 0 ==
—~— A »n1.dx+4 B. wrdx, fou 4A=B. Quzfito ergo
omnes ®quationes inter ¥ & y ®que fatisfaciunt, dummodo, ca-
fux = «, fuerit fyax = [xdy; hoc eft area curve =/}xy.

Exexerrum Il

20, Drvewire aquationems inser X & 7, 8¢, caft X==2, fiat mi-
wimum bac expreffio fydxx{dx ¥V (14pp)e

Cafu x=—a, fiat fydx = A, & fdxy (1+pp)=—2B.
Porro fumendis valoribus differentialibus erit d A=—=2r.dx. 1,

—_— b ——
&JB—_.m.Jx(-—d—x d. 7(—;2_—’_?—?))— ”"J'T('f?,;)

. . . P
Hinc prodit fequens zquatio 0 == — 4. ar..d TOiF I
_ . . .
<+ B. nr.dx, fen .de_d¢ Vl§¥+”), Qua integrata
— Ap . 4 .
dat x 4 b= TACEYDE ubi - denotat rationem tquam
tenet (ydx ad fdxy (14 pp) tum cum fit x==4. Sit bre-
vitatis gratia -1‘1 =, erit (x+B) ¥V (14pp) =cp, &

. x4 b -
=V Ge—GFir

J .
2. Integrata ergo hac zqua-
tione,
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tione , refultabit y—f+ ¢/ (cc— (x+4)*), ita ut fir
GO—) + (x4 6)* = ¢*, unde patet curvam fatisfacien-
tem effe Circulum, radio ¢ defcriprum, axe ubicunque accep-
to. Hujufmodi vero Circuli non quivis arcus fatisfaciet, ve-
rum is tantum qui per ¢ radium Circuli multiplicatus produci:
aream ; eft enim 4 ==DB¢. Ergo vel radius Circulic pro lubi.
tu accipi poteft, ex eoque definietur illa abfciff2 ¥ magnitudo
determinata 4 ; vel fi « detur, ut ponimus, inde viciffim radius
¢ determinabitur. Perfpicuum autem eft arcum Circuli, qui fa-
tisfacit, convexitate fua axem refpicere debere; hoc enim ca.
fu area fit minor, ideoque produ®um ex area in arcum mini-
mum.

Exemrruwm IIL

21, Invenive curvam, in qua, pro data abfiiffa X ==2a, minimum

Jias bac expreffio fyx d xx{xdx v (14 pp).
Pofito x ==u, fiat fyxdx=—A, & fxdx/ C1+pp)

=B, Eritantemd d=—wn,.dx.x & dB= —m.dx. 2!,‘,
xp . ’ . g . . —

d. NEETR unde obtinebitur ifta quatio Z xdx
¢ Px . re—— P“ —

A d. I EE=TL que u:’tcgrata datxx+bo=— B—*——V(_Ltpi)
acpx 4__ . —_ xx -4 .
v+ P ofto 5 ==¢. Hincp v (4ecxx—(xx+40)%)
== % » ideoque pro curva habebitur hazc zquatio , y =
(xx+-bb) dx De qua notandum eft, fi fiat

N rr— P Ty ’

6:_-0,. tum prodire zquationem pro Circulo y==/" 7@3:7‘1_”:‘;-
cujus radius fit 2 . ’
T 3 SCHO-
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SCHOLION IL

22. Eadem hxc Exempla omnia quoque refolvi poffunt per
Methodum fupra jam traditam; quare cum utraque via eadem
folutio obtineatur, juvabit folutionem per alteram viam uno
Exemplo exhiberi. Sumamus igitur tertium Exemplum, in quo
maximi minimive formula fyxdx x/xd xy (1+pp), diffe-
rentiando iterumque intégrando per partes, reducitur ad hanc
formam yxdx fxdx v (14pp) + fxdx v (14 pp) fxdx;
cujus utrumque membrum in Cafu fecundo fupra §. 7. expofito
continetur, Quaratur itaque utriufque valor differentialis, eo-
rum enim fumma, pofita =o, dabit zquationem pro curva
quzfita. Formula autem fyxdx fxdxv (14pp) cum Cafu
fecundo collata , dabit n —=/xdxv (14+pp) & Z=—=yxn;
unde fit L=yx; M=yn, N—=xn, P=o0, &c. De-

indeerit [ Z]=xy (1+4pp); indeque [ M]=v (1 +pp);
[N]==o, & [P] = «ﬁ%?p—) Porro eft /L d x = fjxdx,

cujus valor , pofito x ==«, quem generaliter pofuimus H,
hic in folutione Exempli eft A; itaut fit V— A — [yxdx.

Quare hujus formule valor differentialis erit = »r. dx (x 1
I xp(A— [yxdx)) ;
1" d. CEST) ==nydx(x xdxy (14 pp)

4 xp x xpfyxdx -
I 4 VEETT) + 5o 4 Ve ). Altera formu

la fxdxy (14pp) fyxdx, cum Cafu fecundo §. 7. colla-
ta, dait m == fyxdx & Z=xn v (1+4pp), unde erit L
=xV(1+pp)s M=ny (1+pp), N=o0, &P =
v_(a:r_x}-;;”; hincque fLdx = fxdxy ( 14pp): quare cum
H fit valor ipfius fLdx, pofito x=«, ¢tit H—=B, &V
=B—/xdx y(1+pp). Porroeft[ Z]=—y x, hincque [M]
=y, [N]=x, & [P]=o0. Ex his prodit valor diffe-
’ 1

rentialis == #v. dx (Bx — xfxdxy (1 4 pp) — s %

x

d.
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X d. %). His igirur valoribus differcntialibus ambobus
additis, emerget hojus expreflionis compofite fyxdx fxdx

. W (r4pp) 4+ fxdx V(1 +pp) fyxdx, feuhujus [ x dx:l
Sxdxy (14pp), quz in Exemplo erat propofita , valor dif-

o g '_ - _4- xp__ '
ferentialis == »y, dx (‘Bx Ta & \/——-.(l-l-'Pp))’ ex que

. o erl —Ad =P _o_
pro curva zquatio erit hac Bxdx —Ad. TCi477)° quam

eandem in folutione Exempli invenimus. Similis autem con-
fenfus in genere deprehendetur, fi quis expreffionem /' Z & xx
JY dx eodem modo traQare voluerit.

PropProsiTIOo III., PROBLEMA.

23, Invenire equationem imter X &'y ejus conditionis, wt, pofite
R . . .
X==a, iffa ﬁaﬂiax—d‘ _obtinear maximum minimumve valorem :
exiffentibus L & Y funclionibns quibufixngue ipflarsm'x, y, p,
Q> Is &, five descrminasis, five indeserminasis.,

SOLUTIo.

Cafu quo fit x—u, fit fZdx — A, atque [Tdx— B:
eritque g maximum vel minimum , fiquidem relatio inter

x & y ree fuerit affignata.  Erit igitur fradio _—;’- zqualis ei-
dem huic fraGioni % » cafu quo » =4, fi alicubi una ap-
plicata y augeatur particula n». Tum vero fiet /Z2dx zqualis
ipfi 4, una cum valore differentiali formule fZd4x, qui fit
== d A; f{imilique modo /' T 4x abibit in B auttum valore difs
ferentiali formule fY4x, qui fit=4dB; ficque ex adje@a
particula nv ad applicatam y, cafu quo x==4, tranfibit frac-

. Zdx . A4 dA . . o
tio fr d: in hanc m‘; quz zqualis .eﬂ'c debet fra@ioni

A
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g— ; unde nafcitur ifta zquatio Bd A= A4B; quz prabebit
aquationem inter x & y quafitam. Q. E. I

CoRrRoLL L

24. Ad hanc igitur 2quationem inter ¥ &y inveniendam ,
effici debet ut valores differentiales ipfarum fz2dx & [T dx
proportionales fiant ipfis harum formularum valoribus, quos obti-
nent pofito x=«. ¢

CorovLrLtr IL

25. Quanquam, in hac ®quatione inventa B4 A4 — A 4B,
duz inefle videantur conftantes incognitz 4 & B, tamen am-

bas in unam compingere licet. Pofito enim ;-1— = C, erit

dA== CdB; inventaque 2quatione, ex valore 4 loco x fubl
situto determinabitur valor ipfius C.

S CH OLT1TI 0N

26. Si hujus & pracedentis Problematis folutiones inter fe
conferantur , ingens in iis deprehendetur confenfus. Nam fi
maximum minimumve efle debeat faltum fZdxx/Tdx, ora

‘eft ifta zquatio o = 44 B + Bd.A; fin autem quotus f[;j:

debeat effe vel maximus vel minimus, inventa eft ifta zquatio
o=—=AdB — BdA; utroque autem cafu litterz 4, B &
dA, dB eofdem retinent valores. Quare cum 4 & B fint
quantitates conftantes, ambz zquationes tantum ratione figni

conftantis differunt ; pofito enim ié— == C, priore cafu habe-
tur d4 = — CdB, pofteriore vero d A —+4 CdB. Ex

quo pro utroque cafu etiam eadem fere prodibit folutio; quia
totum difcrimen tantum in figno quantitatis conftantis C fitum
erit. Quod {i ergo zquatio inter x & y fuerit inventa , -que

conti-
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contineat, pro x— «, fattum [ 24 x %/ T d x maximum vel mi-
pimum ; eadem 2quatio, levi adhibita mutatione , fimul conti-

. [Zdx
neblt_ quotum ‘e

[Zdx
_ STdx
five %‘ , utroque cafu eandem plane effe prodituram zqua-
tionem. Hanc vero convenientiam ipfa rei natura poftulat:
[Zdx . . . [Tdx
frd= eft maximum, tum co ipfo erit TZds
mum & vicifim; unde utrique quazftioni eandem folutionem
' farisfacere neceffe eft. Caxterum hunc quoque nexum obferval-

fe juvabit inter maximi minimive formulam fi’:’; » quz, po-

maximum vel minimum. Perfpicuum

autem eft, five debeat efle maximum vel minimum ,

nam fi mini-

fito x=—«, abit in —:;- » & inter zquationem inventam BdA

— AdB =o: hzc enim zquatio oritur ex differentiatione
formule % » ponendo cjus differentiale — o ; iftiufmodi au-

tem nexum perpetuo locum habere in fequente Propofitione de-
monftrabimus. :

ExeEmrrom L

7. Invenire curvam , cujus avea coordinatis orshogonalibus abf-
Ciffa ad arcum curve maximam teweas ravionem , [i abfiiffe dasus
valer a tribuassr,

Pofita curva quefite abfciffa—x, applicata = y; erit area
== [ydx, & arcus = fdx+/ (14 pp); pofito dy == pdx:
maximum ergo effe debet 5’(‘11 ’:l"l? 7 cafu quo ponitur
x == 4, Sitigitur, calu x = «, valor formulz [y dx, feu area
=A, & fdxy(1+pp) feu arcus abfciffz « refpondens — B.
Deinde formulz fydx valor differentialis 44 erit == »/, dx,

Euleri & Mex. & Mis. \"4 1,

\
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1, & formule fdxy (14pp) feudB = ny. dx ( — 21_

x

Ny = AP S i tlori-
d. V(l+ﬁp)) »y. d ICETTIIR Quibus vilori

bus in xquatione BdA = .44 B fubftitutis, prodibit pro cur-
va quacﬁtaAfcquens zquatio : Bdx = — Ad. —J-Trp-m,
Ponatur 3 =6 ita ut, pro abfciffa x — «, area curve fiat
zqualis produ@to ex arcu in hanc conftantem ¢. Erit ergo

dx =—=— ¢d. & integrando x = b —

___r
v (1+7pp)°
_—c [ ]

‘/(l-};"PP) > fcu c’ = (b_x)‘/(l +P’)’ hlncque

. b—=x _dy . — :
P = T Ix Erit ergo 9y = .. . ..

F =Gy =V (= G — ) fe

(y —f)* + (b— x)* = cc; unde conftat curvam quefi-
tam effe Circulum radio-¢ defcriptum, ad re®am: quamcug-
que tanquam axem relatum. Hujus autem Circuli ea tantumy
portio quafito fatisfacit, que refpondet abkiffle —4«, a quo
valoré pendet ¢, ita ut fumpta ablciffa = », area zqualis fiat
producto ex arcu in radium Circuli multiplicato. Quod fi ergo-
viciffim radius ¢ detur , tanta in axe ablciffa abfcindi debet, ut
arcus per radium multiplicarus prebeat aream. Infinitis igitus
modis quafito fatisfieri poteft ; quaftio autem erit determinata,
fi duo przfcribantur pun&ta , per qua curva quafita fit tran-
feunda. Sumamus igitur radium ¢ tanquam cognitum , co-
que defcribamus Circulum BMD centro C. Porro fumatur
linea quecunque AP D pro axe, in eaque A pro origine abf-
ciffarim.  Hoc jam fao, quaftioni fatisfiet fi applicata P M
tantum fpatium ABM P ab?cindatur, ut id fit zquale produc-
to ex arcu B M in radium Circuli BC. Quia autem feétor
BCM et —=:BM. BC, oportet aream AB MP- effe du-
plo majorem feGtore BCM.  Apparet autem, fumto pro. lu-
' itu,
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bitu, cum axe, tum ejus initio , fepe- numero conditionem
prafcriptam nequidem impleri poffe.  Nam fi axis AD per

. centruin tranfcat, tum area A BMP perpetuo minor erit quam

duplum fectoris B CM; nifi, arcu BM infinite parvo, pri-
ma applicata B A fimul per centrum tranfear : fin autem axis
AD fupra certrum tranfiret, tum nullo modo conditioni in-
ventz fatisfieri poteft. Quare necefle eft, ut axis AD infra
centrum C ducatur, qua de re multz egregie obfervationes
geometrice fieri joffent , fi ratio inftituti id permitteret. Caz-
terum fi hec Solutio cum Exemplo fecundo prxced. Prop. §.
20 comparetur ; apparebit eandem prorfus @quationem effe
inventam, five [ydxxfdxy (14pp) debeat efle minimum,
five —L14=
Jaxy (x4pp)

fiftit ; quod radius Circuli ¢ = i:— altero cafu affirmative, alte-

ro negative debeat accipi. Scilicet fi fydxxfdx v(1+pp)
debeat effe minimum, arcus BM convexitate fua fpatium
ABMP; altero autem cafu, concavitate clandere debet.

maximum. Difcrimen tamen in hoc con-~

ExeEMePprum IL

28. Intra datum angulum ACM , cwrvam A M confiruere Fig. 1.

ita comparasam, wt arca ACM per arewm A M divifa fir om-
nium maxima,

Ponatur angulus A CM, feu arcus circuli BS radio .CB
= 1 defcriptus == ¥, quiin cafu propofito fiat = «, quo

A_ACW{M fieri debet maximum. Ponatur porro CM ==y, fit-

que dy= pdx, erit Mn = ydx, & arca ACM =
$fyydx: arcus autem AM reperitur = fdxy/ (yy+2p):

: . [rydx .
unde hzc frattio Faav (s ¥72) ° feu ejus duplum
D394% __  debebit effe maximum, Sit, cafu quox=e

YV 2 eft,
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e, fyydx —= A, & fdxv (yy 4 pp)=B; erit, fi x—=,
aea ACM =14, & accus AM=B. Jam formulz
Syy4x = A valor differentialis 44 eft = ny. dx. 2y, &
formulz /fdx / (yy +pp) valor differentialis 4B eft = n».

2 —rd 2t . '
“ T T Toraen > Qe am
generaliter invenerimus pro curva hanc zquationem BdJ.4 —

4 dB, erit divifione per n, inftituta, 2 By d x = 7—(;132{_*{;3
— '. ' ipli ' =dy,
Ad —L———‘/ STEIT)] Mulciplicetur ea per p, ob pax=dj

, — 24 7—1;7 .
erit 2 Bydy = 4 ( VOrtr) 247 e A

—_ 24y ?
VOt = ;D tvdian &

ydy — — ? . unte
¥ QaFre) 491+ r0) V(19 =+ rp) dp; un

— —y __pp
defict 2Bydy=—=4d(d v/ (yy+pp) J'V(JJ+PPT)’

_41____ _—r ==aq. p. 4
°b'd\/(ﬂ+pp) + 4 VorT = ¢ ’_7(,2+rp).
=d. 42 . i do habebitur, fi = ==¢,

d. W Qlafc mtegran o 1 Bc" €
ponatur, ifta zquatio yy + bb=—=c¢ V(;y+pp);—- 7 (e
L | iy WY LA Gl e € 1 1= -L 10 JURE T

v(r+rr) ny Y+ bb dx
hincque dx = c,g{-’_"’_ (”{ 5557 ¢ ©X qua zquatio-
ne facile deduci poteft, i fit cc 4 445 quantitas pofitiva, .
conftructionem per quadraturam Circuli abfolvi poffe. At idem:
facilius patebit, fi loco dx, vel p, introducamus perpendicu--
jum CP, exC in tangentem M P demiffum, uod fi au-
ofMm hoc perpendiculun CP ponatur = «, erit y: » =

dxv(yy+pp): ydx, hmcquev(”_bn)_ ;. qu:::n
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brem cum eflet yy _-tbb-;_—_——lﬁ- erityy + bb=cn,quam ’

(5

V({,7+ )
conftat efle aquationem ad ipfum Circulum. Hoc ut oftenda- Fig. 13.
mus, fumatur Circulus quicunque , centro O, radio OM =¢
defcriptus , pun&umque C fumtum fitin C, ita ut fit O C=4.
Jam dufta recta CM'=y, & CP==4«, perpendiculari in tan-
gentem MP, erit CP parallela radio OM. Ex M ducawr
diametro EF parallela MR ; etit MR=CO=4; CR=
OM=g, &PR=ws—g: quiaigituret MR* =MP* +
PR*=CM*'—CP*+PR?, erit 4> =y'— '+ (s—g)*
==y* — 2gu +gg¢: hincque yy + gg — hbh=—12¢%; quz com-
parata cum inventa yy+bb=—=cu, filetg = 1¢, &+ bb ="
t6c—bh, feu bh—=1%cebb. Erit itaque curva quafita
Circulus, radio =4 ¢ defcriptus , pun&o % ubi libuerit ac-
cepto. In tali Circulo quafito fatisfaciet arcus A M, fi fuerit.
AA—C# = EAZ ==4c==radio OM; hoceft fi fuerit arra ACM
= arc. AM. AO = duplici feGori AOM. Hoc autem
fieri nequit, nifi punétum C extra Circulum accipiatur ; quo cafu:
hzc conditio infinitis modis adimpleri poteft; atque adco effi-
i ut curva faisfaciens per data duo puncta tranfeat. '

Exnurr.ﬁn I1L.

29. Invenive cxrvam D AD ud axem AC relatam, in qua Fig. x4

) . - {xdxv(14pp) ... .
pro-dora sbfiiffsa AC=a, fit Taxyli gy " mimam:
Si ponatur abfciffa indefinita AP ==x, applicata-P M=y,

& dy==pdx; exprinﬁtﬁcf“;:‘ég i : : 5 diftantiam centri gravita-
tis curve MAM, tanquam uniformiter gravis fpeQat a punc--
to infimo A; quz ergo diftantia, tanflato-P in C, debet efle
minima, Ad hoc inveniendum., pofito x=—=e«, fit [Zdey/(14-pp)
=A, & fdxy(x+pp)=2B: fO{’mulz autem fxaxy/(1+pp)

3 repesi-
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reperitur valor differentialis 44 ==-—#y. 4. & for-

V(l+k)’

mulz [/x\/(14pp) valor differentialis dB=—=-—nv.d. — e +W) ;
quibus in xquatione B d A — AdB {ubftitutis, prc;dibit

X P A
Bd'xﬁ-i-—l’_) Ad. v(l_*_ G’ & po'ito — F=F¢ eritd, ——— \/(1+PP)

= cd. V(l+p EETE unde integrando oritur \/(l+n) =

V(x+pp) —¢. (euéb\/(l'*'fl’)“‘(f——x)p, hincque eli-

—
murPT‘—V((c—x,*—u,) = %

S CT ___b:; )y qu zquatio indicat curvam quafitam effe
Catenariam , initio abfciffarum pro x in loco axis A C quocun-
que accepto : quin etiam pro axe fumi poteft recta quecunque dia-

metro Catenariz A C parallela, in eaque pun&tum quodcunquc
pro axis initio. Quomodocunque autem axis, c;ufquc initium
conftituatur , quaftioni fatisfiet ea tantum curvz portio, ubi fit
Sxdx /(1 4pp)=cfdx V(1 +pp). Ponamus pro axeip~
fam diametrum AC, & verticem A pro initio abfciflarum acci-

i. Quiain A, ubieftx —o, ﬁtéz == p == o0, neceflc eft
ut fit cc —éb=o, ideoque 6==¢. Verum hoc cafu fit
1= ;'if_ 2ex) > quz curva furfum direQa fit imaginaria ,

donec ﬁat x> 2¢.. Sitergo x ==2¢ ¢, erit # = ablciffx AP,

Erit ergo y =

& y—=PM= &7(—_252;1-:-—”.)-; curvaque DAD erit catenaria or- -

dimaria. Quo autem appareat quanta ejus portio quéftioni fa-

tisfaciat , notandum eft, ob dx=—=dr, efle p— ,T';';‘f‘-ﬁ?) >

&Vt =g (2::*-+tt)’ hincq“efdx‘/j(_;x'*‘;(’l’i:)
1+

(c2)de
f\/c(zu+¢t) V(2ata). Acipla c’qm:mofd"\/(l +1’P)
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fit = 2¢ + &ffl,gf;rftg) » qua ipfi ¢ zqualis fieri nullo mo;_

do poteft. Ex quo concluditur nullam curve hujus portionem
qufito pre reliquis magis fatisfacere. Quamobrem initium abf- -
ciffarum non fumi poteft in vertice A.. Sumatur ergo in alio
quocurrque punéto, pofitaque AP = #; fieri debet 26# 4 22
==(¢— x)*—4bb; undefit, vel b4-1=—=x—c, vel b+
# ==¢—x. Prior xzquatio x =642 locum habere ne-

quit; quia, ob dx ==4d, fieri non poteft LedtyCitm) g

dr v y
feds V(1) fdz v (14pp)
e +ivtign) =* Ergo fiat x =¢ —b—1, quo

cafu abfciflz ab aliquo pun&o axis A C fuperiori deorfum def-
e . < fxdx ' (v=rp) g fdv(tp):
cendent : fierique deberet ot feuc—=6 VG
==c¢, quod pariter fieri nequit; ex quo concludendum eft,
nullam portionem magis quam aliam quamvis fatisfacere. Hoc
autem inde venire videtur , quod Catenaria duas habet partes -
conjugatas. veluti Hyperbola conica, hincque femper fieri po-

teft jﬁ;d,: .;,(, ,' .-:: x)) =oa., qui eft valor minimus. Hoc clarius-

b .
c—x)p —b*) ?

unde it V(1 +pp)= G-y = (¢—x)r; po-

, » . . !
fito brevitatis gratia r = Ve ==y — )

Temedsrdt— o e fle— strdn
==o0, quod cum cafu ¥.== otvanefcere debeat, alio infuper cas

fu evanefcere deberet. Ateft [(¢—x)’rdx=( ;/—(E—f—__i;.’\.——_d—x,,-s; 4
. o bb, c—xdlc—x *—b*

= f e (e — ) — 2 £ IO )
+ Ley/ (¢t —b* ), quz expreflio, cumfemel fuit =o', poft,

ob(¢—x)* perpetuo affirmativum , continuo crefcet neque de--

nuow

confirmari poteft ex valore invento p= 7

* Oporteret ergo:

in cafu quafito efle
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nito fieri poteft = o. Quamobrem ambos terminéds integta<
— z N

tionis formule /° ‘7—5:———:)—2 d’;,) inter fe congruere oportet ;

quod evenit fi fuerit x==r¢: quo cafu curva fatisfaciens abit in

lineam reGtam axi normalem, qua utique centrum fum gravi-

tatis 2 fe minime habet remotum.

Exsumerrum IV.

so. Isvenire curvam, in qua, pro data abfciffa x =2, fit hac
expreffio fyxdx :
P Tax vt pp)

Pofito x=—=u«, fiet [yxdx =—A, & fdx y(1-+pp)=B.
Jam formule /y xdx valor differentialis eRd. A =—»). dx.x —
sv.xdx, & formule fdx ¥ (14pp) valor differentialis eft

maximum vel minimum.

—— 14 —_—
dB—— _”V.d.- m. ’,erccumﬁt BdA——AdB,
| habebitur xﬁa xquatio Bxdx ——4d. m—h) s feuxds =

—ccd. 7(—13_—"), pofito 4= B ¢*, Unde integrando obtine-

0

. —_ — 260 . — bo—xx
b’“":”- va+n)’ h‘"cq:" —_ G —(—=)"
= d—is qua Przbct]=fv(4f¢c_—(b:’f)_:x),), quz eft

zquatio generalis pro curva Elaftica: cujus hec proprietas ,
quod radius ofculi ubique abfciffe x fit reciproce proportiona-
lis: id quod s — ?
quod patet ex zquatione xdx=—= :‘cd. eI N
qua abit in _:_d.”__ —2 , ¢[tque —CE e s
d, 2 “ b ——F—
:{(:+n "V (1i+pp)
4 ) .
.x( - -'; pp 2 radius ofculi in curva. Hujus autem curve

tanta portio ab initio computando fatisfacit, in qua erit /x4 x
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e o [ “ dxe 4
= t.t‘fd.x V(1 +’P)_u’f\/(‘p‘—(bc—-xx)')’ qua de

-terminatio eo revocatur, ut effici debeat fdxy/(46*—(be—=xx)*)
—— N e T dx ( b —_—X x) . .
— ‘ic)f-‘/(zp‘—-c(bc—-—-xx)‘)’ fi poft integrationem

utramque ponatur x==4. Hoc itaque modo conftans illa ¢
por 4 determinabitur.

PRrRorOsiTIOo IV. PROBLEMA,

3t. Invenive wguatioiem inier binas wariabiles x & 'y ita coms
Parasam, wt, pofisn wariabili x =2 , mavimum minimumyve fiat
axprefio V', quee fit funitio \quecungue formularum insegralium ,
{2dx,{Ydx, {Xdx, dr. in guibws dewotem Z,Y , X &v.
Jfuniones guafcungue plarsmx, y, P, q, &c. frue, deserminatas.
Jrve jndetcrminatas,

$0LUTI®

Ponamus idoneam zquationem inter x & y jam eflc invens
tam, pofitoque x=u, fieri fZdx=—=A; [Tdx —B; [Xdx
&= C &c. hisque valoribus in expreffione /4 fubftitutis, habe-
bitur revera mazimum vel minimum. ‘Quod fi igitur altera va-
tiabilis y in uno leco particula n» augeri ponatur, atque nafcen-
t&s hinc mutacioties in fingulis formulis [Zdx, [Ldx, [Xd%
&c. inwroducantur, idem pro I valor prodire debet. At ab
illa particula.ny formule fZdx, [T dx, & /X dx &c.quzque
fuis valoribus differentialibus augebuntur. Si ergo ponatur for-
mu!e [ Zdx valor differentialis =4 A, formule /T dx —4B,
formyle £ Xdx =dC, &c. loco quantitatum 4, B, C, &c.
orientut a particula ny ifte autte A+ 44, B4+ 4B,-C+4C
&c. qua in W {ubftitutz eundem valorem producere debent),
quem ipfe 4, B, C, &c. Poramus, A+ dA4, B+dB, C+
dC &c.loco fZdx, [Tdx, (X4« &c. fubftivutis, prodire WV
+dW; eriique W4 dW =W, ideoque /WW.—==0. Hic
autem valor /W, ut ex differentiationis natura liquet, jnveni-

Euleri De Max. ¢ Min, X tur ,
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tur, fiquantitas 24, poftquam in illa, loco formularum integrds
lium, litterz 4, B, C &c. funt fubftitutz, differentietur, his ipfis
litteris A, B, C, &c. tanquam variabilibus tra&atis; in hoc-
que differentiali,d4, 4B, 4C &c. valores differentiales formu-
larum refpondentium /Zdx, [T dx, fXd x &c. defignent. Hac
igitur fignificatione fumptum differentiale quantitatis propofita
W, fiid nibilo ®quale ponatur, dabit aquationem inter x &
y quafitam. Q. E. L

CoroLrLL L

32. Si ergo propofita fuerit ejufmodi expreffio I/ fun&io fors
mularum integralium fZdx, /Tdx, fXdx &c. quz, pro de-
terminato ipfius x valore =4, debeat effe maximum vel mi-
nimum: tum loco formularum ['Zdx, [Tdx, [Xdx &c. {crie
bantur licterz 4, B, C, &c. quo falo, expreflio I¥ diffe-
rentictur his litteris 4, B, C, &c. folis tanquam variabilibus trac-
tatis , atque differentiale ponatur ==o. ‘

CoRrorL IL

33. In hoc differentiali, in quo inerunt litterz 4, B, C,
&c. cum fuis differentialibus d. 4, 4B, dC &c. litterz 4, B, C
&c. denotabunt refpe&ive valores formularum fZdx, [Tdx ,
JXdx &c. quos induunt pofito x =u; at differentialia 44,
dB, dC, &c. exprimunt valores differentiales earundem for-
mularum integralium abfciflz x =« refpondentes.

Cororyr IIL

34. Expracedentibus autem apparet, fi 2,7, X &c. fuering
functiones determinatz quantitatum x, 5, p, ¢, &c. tum va-
lores differentiales 44, d B, dC, &c. non a valore « pendere :
contra vero fi Z, I, X &c. fuerint fun@iones indefinita, tum
valores diffesentiales 4.4, 4B, 4C &c. fimul a valore « pende-

e debere. ' - X
' C o-
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CorocLri IV.

35. Cum igitur hoc modo W¥ fiat fun@io litterarum A, B, C,
&c. ejus differentiale hujufmodi habebit formam Fé. A+ G4B
4-H 4 C + &c. hincque zquatio quafita erit o == F4d 4 + GdB.
4 HdC+ &c. ubi F, G, H &c. erunt quantitates eonftan-
tes , per A, B, C &c. determinate. _

CoroOLL V.

36. /[Bquatio ergo Problemati fatisfaciens, conftabitex valo-
ribus differentialibus fingularum formularum integralium in ma-
ximi minimive expreffione /¥ contentarum, fingulis per conf~
tantes quantitates determinatas multiplicatis : horum fcilicet pro-

duGtorum aggregatum nihilo zquale pofitum dabit ®quationem
defideratam.

SCHOLTION &

37. Potuiffemus hanc Problema propofitum refolvendi me-
thodum , ex folutionibus binorum Problematum prazcedentium,
per indu@ionem, jam concludere: quippe ex quibus jam pate.
bat, fi fuerit maximi minimive formula }#, vel produ&um ex dua-
bus formulis integralibus, vel quotus ex divifione unius per alte-
ram ortus, tum differentiale expreflionis /# modo expolito
fumtum prabere 2quationem Problemati convenientem. Prefs
titit autem hoc Problema, ob fummam ejus extenfionem, fin-
gulari folutione munire. In hoc enim Problemate continentur.
onmes omnino Quaftiones., qua inhoc genere , quo expreflio
gqazpiam maxima minimave defiderasur, unquam proponi atque

. excogitari ‘poffunt : ideoque per iftam Propofitionem penitus
exhaufta eft methodus maximorum ac minimorum abfoluta ,
quam primo pertratandam fufcepimus.  Praeterca hic potandum .
cft, fi expreflio ## non tantum formulas integrales, uti pofui-

3 mus,
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tur, fiquantitas 24, poftquam in illa, loco formularum integrds
lium, litterz 4, B, C &c. funt fubftitutz, differentictur, his ipfis
litteris 4, B, C, &c. tanquam variabilibus traQatis; in hoc-
que differentiali,d4, 4B, dC &c. valores differentiales formu-
larum refpondentium /Zdx, [T dx, fXdx &c. defignent. Hac
igitur fignificatione fumptum differentiale quantitatis propofita
W, i id nibilo ®quale ponatur, dabit aquationem inter x &
y quafitam. Q. E. L

CoroLL L

el

32. Si ergo propofita fuerit ejufmodi expreffio I fun&io fors
mularum integraliom fZdx, /Tdx, fXdx &c. quz, pro de-
terminato ipfius ¥ valore =4, debeat effe maximum vel mi-
nimum: tum loco formularum /'Zdx, [T dx ., [ Xdx &c. fcrie
bantur litterz 4, B, C, &c. quo fao, expreflio I diffe~
rentietur his litteris 4, B, C, &c. folis tanquam variabilibus trac-
tatis , atque differentiale ponatur =o. ‘

CoRrortL IL

33. In hoc differentiali, in quo inerunt littere 4, B, C,
&c. cum fuis differentialibus d4, 4B, dC &c. littere 4, B, C
&c. denotabunt refpe@ive valores formularum fZdx, [Tdx ,
JXdx &c. quos induunt pofito x =« ; at differentialia 44,
dB, dC, &c. exprimunt valores differentiales earundem for.
mularum integralium abfciffz x ==« refpondentes.

Corovryr IIL

34. Expracedentibus autem apparet, fi 2,7, X &c. fuering
fun&tiones determinatz quantitatum x, 5, p, ¢, &c. tum va-
lores differentiales 44, d B, 4C, &c. non a valore « pendere :
contra vero fi Z, T, X &c. fuerint fun&iones indefinitz, tum
valores diffesentiales 4.4, dB, dC &c. fimul a valore « pende-
e debere. ' - .
’ C o-
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CorovrLi IV.

35. Cum igitur hoc modo W fiat functio litterarum 4, B, C,
&c. ejus differentiale hujufmodi habebit formam Fé A+ G4B
4-H 4 C + &c. hincque zquatio quafita erit o == Fd A + GdB.
4 HdC+ &c. ubi F, G, H &c. erunt quantitates eonftan-
tes , per A, B, C &c. determinate. )
CororLrL V. ‘
36. Aiquatio ergo Problemati fatisfaciens, conftabitex valo-
ribus differentialibus fingularum formularum integralium in ma-
ximi minimive expreffione /# contentarum, fingulis per conf~
tantes quantitates determinatas multiplicatis : horum fcilicet pro-

du&orum aggregatum nihilo zquale pofitum dabit ®quationena
defiderdtam.

SCHOLTION §

37. Potuiffemus hanc Problema propofitum refolvendi me-
thodum, ex folutionibus binorum Problematum przcedentium,
per indu&ionem, jam concludere: quippe ex quibus jam pate.
bat, fi fuerit maximi minimive formula #/, vel productum ex dua-
bus formulis integralibus , vel quotus ex divifione unius per alte-
ram ortus, tum differentiale expreffionis & modo expolito
fumtum prabere 2quationem Problemati convenientem. Praf-
titit autem hoc Problema, ob fummam ejus extenfionem, fin-
gulari folutione munire. In hoc enim Problemate continentur.,
onmes omnino Quaftiones., qua inhoc genere , quo expreflio
gazpiam maxima minimave defiderasur, unquam proponi atque

. excogitari ‘poffunt : ideoque per iftam Propofitionem penitus
exhaufta eft methodus maximorum ac minimorum abfoluta , -
quam primo pertractandam fufcepimus.  Praeterca hic potandum .
cft, fi expreflia /¥ non tantum formulas integrales, uti pofui-

. s mus,
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mus, compledatur; verum etiam functiones detefminatas ipfa<
rum x, 5,2, 9, &c. wm folutionem nihilo difficiliorem reddi.
Nam pari modo, loco haram fandionam i i

tates. conftantes poni debent, in quas fcilicer abeunt pofito
x=—a4; at poftmodum, in differenitiatione ipfius IV, has quan-
titates etiam tanquam conftantes traCiari oportet ; eo quod funcs
. tiones' dererminatz nullos valores differentiales recipiunt, GQuo
autem clarius appareat , quomodo iftiafmodi exprefliones- trac
tari conveniat; in fequentibus Exemplis nonnullaoccurrent,.
qua hoc argumentum penitus ’illuftrabunt,

Exegnrrum I

. 38. Divenire cxrvam coordinatis orthogonalibus contemam., in-

qua fie. maximum el minipwm ifte_expreffo (L+pp).” fydx-
+ yldx V(14 pp); fi pomasnr abfiiffa %= a. kol

Ponamus @quationem nter » & y quafito farisfacientem jam-
effe inventam, atque pofito ===« fieri y =f& v (14+pp)
=g: itemque [ydx=—uA, & [dxV/ (1+pp) =B eritd A<=
m.dx, & dB —— ””“"«7?74"'-75’ Expreflio igitur, qug ma-
xima erit vel minima, hoc cafu eft ¢ A4 £ B, cujus differentiale
eft gd A+ fd B; quod pofitum = o, dabit zquationem de-
fideratam pro curva. Hic Lilicer intelligitur litteras y & £, qua:
ex fun@ionibus determinatis funt ertee, in differentiatione tan-

am quantitates conftantes effe trattatas.  Subftitutis jam pro-
4-A & dBaloribus debitis,-divifioneque per »v fatta, orie-.

" . . ~ — P
tur Maqu;ano pro curva quazfita gdx == fd.. EEETOE
e ‘- Y — M

Ponatur g = o itaut ﬁtm = ¢, cafu quo eft
w= g it Totegrando ¥ b= gy, =

-

W -t - .-
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x4 b : ds Lo : ¥
T — a5 ==-d-£; ex qua ﬁt;:af + V&
(*x+46)*). Curvaigitur facisfaclens et Circulus, radlo¢ def~
criptus, ablciffis fuper refta quacunque affumptis-, paritérque
abfciffarum initio ubicumque fatoro. -Quantitas atem.c, quae
radium Circuli conftituic, ex definita abfciffa ¥ = « determipa<
tur;-quia effe debet-. ; 2' =y = cafu quo: = ‘f FK‘
astem-hoc cafu y= b v (& — Ca4-4)" ), & (14p)
= = :ﬂ L unde‘oritur'n‘= £+ (ca— @lbf‘)f)
+ (ce'—(4+6)*), perquam, vel ¢ per 4, vel viciffinf
« per-¢ determinari poteft. Ponamus effe / —=o,b—= —=¢,
ita ut azisfit Circuli diameter, initiumque abfciffarum in verti-
ce conflitvatuc; - eriv y ==y (2 ex— x x), atque fiet (4 —¢)* .
=o,feuc ==u«.. " Bx quo intelligitur, hoc cafu quadranteny
Circuli quafito fatisfacere. _Sin autem initiumabfciffarum inlo~
co diametri quocunque capiatar, fiet tantum b= o, &fiap~
-%icata: pofitive fumantur fiet (a44)* =o,feu, b — — 4..

iameter Circuli ergo manet indeterminatus: portioque Cir-

auli- hoc “ modo fumti queftioni fatisfaciet, qua “ablcifig afid.
 origine.ad-cenppm. Circuli uque produ®tz refpondet.

~E-xpweryen 1L
- 39 Invemire aquationem inter X ¢y, W pro widlove defimite %

== 3, berespreffoy VO T fydx fiar maimem vel. ipic
nwm,

Pofiro < a, it y=F fdx V (1420) = A & [18%

Mazinmm ergo minimumve efie oportet hanc quantithecmfd-:B 3
cujus differentiale eft f4 BaAIf+ f'd B; quod pofisum =a-
dabik BdA/f==w—dB. Pro ®quatienc quafita igitur ha--
o X3 benup:
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Bp!
V(H-m)
e ‘7‘-‘—5_——-) ,poftoBlf—-t Habetur ergo p =

bt )

J(cc--(b-i—ﬁ &]——6+V(¢ ——-(5+x) Eric
ignturf-— b+ v (et —(b+ 4)*), Dofito x — 4, atque

B=/y dx=ha+[dx V(¢ — (6+x)" ), pofito poft -
integrationem x ==4«. Fao igitur B/f —¢, innotefcet va
lor «, cui fi ¥ zqualis capiatur in Circulo radii ¢, portio abfcin-
detur Problemati fatisfaciens. Caterum ex his & Cotoll. §
colligere licet , quoties formula maximi minimive fuerit fun&io
qucunque bmarum harum formularum /'y dx & fd x V(1 f:')’
curvam fatisfacientem perpetuo effe Circulum : tantum ex
tione quantitas portionis fatisfacientis débet diligentes mvdh-
gari ac determinari.

betur B/fd. ‘,(x+——)_—dx » & integrando x 4-b==

Exegmrrvun [IIL

40. Invenire eguasionem inter x é Y > F , pofito X =22, maxXima®
minimumve fias ifta expreffoe"0XV (1 pP) (ol Fpp) g

Ponamus, cafu propofito quo x =4, , fieri nfdsy (x4pp)
=A, atqucf"fd“/( 1+22) 4y — B; ita ut maximum mi-
nimumve fit hec quantitas e — 4B, cujus differentiale eft

— A 4B —eT"4BdA; quod pofitum = o dabit zqua-
noncm hanc d B=— Bd A. At eft 4 A valor differentialis for-

mule #/dxy (14pp),unde erit dd=——n».d. 76 *P'PP) :
atque 4B eft valor -differentialis formulz j'e”f day(iter)y,
qua continetur in Cafu fecundo §. 7, ubi eft z-—-e"[‘b“/(""'” )
& n =fdx V(L 4pp), itau fit z=¢"T, & dZ
”4"1 undg crit L=-" g&'&"}‘qu? ligterz M,N, P
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P, &c. fient ==o. Porro, ob m=/dxy (14pp), erit[2}
= N L5 2
=y (x47p), & d[ 2] = L4
—_— — = R
=o, [N]fo, &[P]= TOEEr Y Jam eftfLdx,
== ”f‘ufdxs/(l+pp)dx’ cujus- valor , pofito x = «,
erit == »2; hincque V' =& (B-——,fe_"fdxv (+Pp)dx).
Per Regulam ergo datam fiet 4 8 =n». dx} = %—%%1—2- )

d np (B fe /4% Y (1 ‘h{l);‘,_c_z

= - Ny, »

» exquo erit [M].

= e~ N,

B ATy g
d. W:‘-—fﬁ)', ob dB=Bd4A {os;gqpb itaque erit

. d J 13
B T gy ke,
, vV (14pp) L ACTpp) o
hincque _MQT-MQ = [t 1F22) 0 By qua

@quatione , quia valor determinatus « ¢xceffit , perfpicuum eft
zquationem inventam pro quovis ipfius x valorg 2que valere,
Ut autem hanc zquationem evolvamus , erit, differentialibus

. —bdp __ wfdxV(x¥pp) ,..
ﬁ!mtls, P‘V(I‘*'PP)_c . ] | 4xb.
¥ (1 + pp) multiplicata. atque integrats, dag 1'1-'- + ¢ =
¢ 4=V (1trp) " '

, qui exponentialis quantitatis ‘valor in illa

zquationé fubftitutus, dabte 292 4 dx = —__2dP
AR ’bd 7‘},‘_"_“,.. pz‘/(r_m)’
—— P .

) plnbtcp) V(1tpp) :
tio orftur, fi pondtur /dx vy (14 pp) = s, critque s arcus
curva, fi fuerint » &’y coordinatz normales. Quare habebi-

quz, pos

feudx = . Commodior aitem zqua-

tur ifta @quatio #6 4 ¢ p=¢"’p, qux per 4 » multiplica-
ta, ob dy == pdx, abit in hanc #b6dx + ¢dy = e'f’cd].
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Cum autem, pofito, x == o, arcus s evanefcere debeit, nél
cefle eft ut fic hoc cafu."-;—l’ <+ ¢ == 0; hinc itaque vel date

-eurva initio conftans ¢ determinabitur, vel vicifim ex ¢ pofitia
prime tangentis innetefcet. Czterum fihanc quaftionem atten-
tius contemplemur , .deprehendemus eam jam contineri in Exem-~
plo quodam Capitis preced. §. 45. Cum enim noftra expref-

fio, quz maximum minimumve effe debeat, fit ¢ “—nfdey (1-+pp)
f‘nfdx V(14pp) dx; ponatur ez == "/’ etiu»nfdx\/(t -l-pp)w

= [ VP2 4o aique dificrentiando fiee 5K
+nWdxy (14 pp) = dx. Maximiigicur minimive cx-
preflio PV datur per zquationem differentialem , quz in Cafut
quarto §. 7 continetur: atque methodo convenienti tractata
ad eandem perducit zquatiohem’;, quam hic invenimus. Quafs
tionem autem illam in fe comple@tentern fupta in Cap. prac.
§- 45 traGavimus, in quo hunc¢ ipfum cafum adjun&um fpecs
tare licet. Comparatione autem inftituta, fummus perfpicie-
tur confenfus folutionum variarum ejufdem Probjematis, qua
:quidem tentari queafit.”

Exeurfrun IV
.. .
41. Invenire curvam ingua, pro data abciffa ==a, fiss ifta expreffe
mXﬁﬂ.A.y.‘/(]#-pp) m d .
{d x cof. Ady. v(a +Pﬂ 7”54 NI VEL MSPIIINM.,

Pofito x =4, fiat .[dx (1 +”')'n’ finn Ay =4, &
SAx(14pp)* cof. Ay = B; erit, per valores differentiales;
: 2 fin. A.
dA=nndx((s+pp)  cof Ay— - d. V(';‘¥FPA) , &
B — 2 14 pool Ay
#B =nrds(—(14pp) fin.Ay—o- 4. '.(H_”))-
Cum igiwr-%— ‘debeat effe maximum' vel minimum , erit B4 A

]
—
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== A4 d B; pofito ergd -‘-’-=m fiet (:+pp)':zdxco£Aj

pfin.Ay _ coflAy
—d = () defn. Ay ”""v(x+pp

Multxphcctur per p, erit [ob 4 (1 + 220" fin. A]
dyC1+pp)" corA;+—({—:-:E?), & d. (14+pp)"
Ay=—dy(1+pp)" A, r+”—"ﬁ95—‘-—14-<x+pf)

\/(!+m)
fin. Ay— z‘ﬁ%"—p“ﬁ_md Cr4+p2) " cof Ay —
ppcol. Ay fin. A
md. Vi) T integrata & redu®a prxbet v (—-—-Z—l F77)

= T/'(TI-FL)'*'& five 5 /(1 +pp) =fin. A y— m cof. Ay;
ubi notandum et fieri debere, fi x = 4 ponatur, m =—
[Adx(14pp)" ﬁn A) suw___fn An
fdx(x-l-pp) cofA_, col. An

$VCrtpp) =000 rquey i A finb(rdpp)'

cof. A». Quia vero eft é—pdx erit dx == —2 At eft &y=

cpdp _
TG —rr—)’ P°ft°d‘ C°f As=¢ Ex
[

?
quibus conﬁc’w”""f\/(x+pp)(t —c— copp )’ NIE

y=/ cpdp
V(I+PP)(I —cc— ccpp)

erit — dp —_ -—cP
f\/(l—cc-—-ccpf) Aﬁn'V(l—cc) Quareﬁ
arcus curva dicatur s ; habebitur ifta concinna 2quatio 4 fin. As
= JZT‘_?—TA Conftructio vero ex antenonbus formulis fpon-

te confequitur,

-—-tang A’) ﬁtt

; longitudo autem curva

Eulerl & Max, ¢ Mia, Y ScHo.




170 DEUSU METHODI dgr
' SCHOLION IL
42. His igitur Capitibus penitus abfolvimus eam Methodi’

maximorum ac minimorum ad lineas curvas inveniendas ac-
commodate partem, quam abfolutam vocavimus : in qua fem-
per linea curva requiri folet, que. habeat, pro dato quodam.
abfcifle feu alterius variabilis x valore, expreffionem quamcun-

quc indeterminatam, maximum minimumve. Nam ifta expref-
fio , quz maximum minimumve efle debet, vel erit una qua--
dam formula integralis formz /24 x , ita ut Z fic fun&io qua-

cunque ipfarum x, 5, p, ¢, &c. five definifa five indefinita ;.
pro quibus cafibus Methodum tradidimus in Capitibus prece-

dentibus : Vel maximi minimive expreffio illa continebit in fe-
plures ejufmodi formulas integrales, ita ut fic duarum pluriumve

formularum integralium fun&io quzcunque; pro hocque cafu Me-

thodus idonea in ifto Capite cft expofita, atque Exemplis il-
luftrata.  Uhniverfa autem Methodus, quam hic 'dedimus, ni-
titur inventione valorum differentialium , qui fingulis formulis:
integralibus quz vel ipfz maximum minimumve effe debeant, .
vel in maximi minimive expreffione contineantur, atque ideo to--
ta folvendi Methodus reducitur ad Cafus illos, quos §. 7 hu--
jus Capitis conjun@im reprafentavimus. Qui igitur illos cafus.
in memoria tenet, vel in promtu habet, is ad omnia hujus.
generis Problemata expedite refolvenda erit paratus. Neque:
vero folum Cafus ibi enumerati Methodum maximorum ac mi--
nimorum abfolutam conftituunt;; verum etiam Methodum alte-

ram relativam , quam in fequentibus aggrediemur, abfolvent 5:
ex quo illorum Cafuum fummus ufus in utraque Methodo abun--
de perfpicictur. Hanc autem traGationem duobus Capitibus:
abfolvemus, in quorum priori omnibus curvis , ex quibus quz--
. fita debet erui, unam quandam proprictatem communem , i
pofteriori vero plures tribuemus..

“ € A
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CAPUT V.

Methodus , inter omnes curvas -eadem  proprietate
- preditas , snveniends eam, qua maximi minsmive

proprietate gaudmt.

DEFINITIO

L
1. PROprictis communis et Formula integralis , feu expref-
fio indefinita, qua in omnes curvas ex quibus quafi-
tam determinari oportet , @qualiter compertit.

S CHOLTI ON L’

2. Ha@enus Methodum maximorum ac minimorum tradi-
dimus abfolutam , in qua perpetuo, inter omnes omnino curvas
eidem abfciflie refpondentes, una requiri folebat, quz maximi
minimive cujuspiam proprietate gauderct. Nunc autem pro-
gredimur ad Methodom relativam, in qua unam lineam -maximi
minimive proprictate preditam determinare docebimus, nonex
omnibus omnino lineis eidem abfciffe refpondentibus, verum
ex illis, innumerabilibus quidem, lineis curvis tantum , quibus
una quedam proprietas propofita plurefve fint communes. Ac pri-
‘mo quidem, inhoc Capite , innumerabiles curvas eidem abfcif-
{z refpondentes contemplabimur, que unam quandam proprie-
tatem habeant communem; ex hisque unam lineam inveftiga-
bimus, in qua exprefio quzcunque indefinita maximum -mini-
mumve obtineat valorem. Hoc in genere inprimis cclebre eft
Problema Ifoperimetricum , initio hujus feculi publice propofitum,
in quo , inter omnes curvas cjufdem longitudinis quz quidem
eidem ab/cifle refpondeant, eam definiri oportebat,.que conti-
neret maximi minimive cujuspiam proprietatem. Poftmodum
autem hec Quaftio in latiori fenfu eft accepta, ut ifta deter-
2 minas
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minatio non folum inter omnes curvas cjufdem longitudinis fie-
ret, verum ctiam inter omnes curvas alia quacunque proprietate
communi prrditas ; quam ipfam quaftionem in hoc Capite per-
trattare fufcepimus. Cum igitur curva fir eligenda, non ex omni. us
omnino curvis eidem abfciflx refpondentibus , verum ex iis , innus
merabilibus duntaxat, in quas proprietas quepiam propefita:
@qualiter competat;. hanc ipfam proprictatem ante omnia con-
fiderari oportet, quam hic nomine proprictatis communis indi-
camus. Hec igitur proprictas communis,. veluti 2qualitas lone
gitudinis curvarum, omnia pun&a media afficere debet, & hanc
ob rem erit fun&tio indefinita, quz, non ex unici curva elemen-
ti, verum ex totius curve pofitione determinetur. Quam
ob rem iftiufmodi proprictas communis erit, vel formula integralis.
indefinita fimplex, vel expreffio plures ejufmodi formulas inte..
grales completens. Omnino igitur pari modo erit comparaca,.
quo ipfa maximi minimive formula, &u expreflio. Exdem igi-
tur varietates atque divifiones, quas ante circa maximi minimi=
ve expreffionem fecimus & tra@avimus, zque ad proprictatem
communem pertinebunt.

Cororer L

3. Si igitur proprietas communis fuerit propofita, que fic B}
tum omnes curve funt confiderandz , qua pro eadem. data abf~
ciffa eundem valorem ipfius B. continent ; atque ex his ea. de~
bet definiri, qua habeat: maximum. vel minimum..

Cororr IL

4- In Problematis ergo huc pertinentibus duas res datas effe
eportet ,. proprietatem communem B, ac maximi minimive- ex-
_preflionem 4. Quibus datis, inter omnes curvas pro- dawa
abfciffi eundcm valorem B continentes, ea definiri debebit 5,
quz pro eadem. abfciffa. valorem ipfius 4 habeat maximum. vel.
minimum..

Co-
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Corocrr IIL

. 5. Dantur autem non folum infinitz curve , que pro data
abfciffa eandem proprietatem communem habeant, fed etiam
dantur infinitis modis. Aflumta enim curva quaecunque pro
lubitu , ea determinatum habebit valorem proprietatis commu--
nis. propofita ; preter exm autem dabuntur innumerabiles alie-
eundem valorem proprictatis communis pre eadem abiciffacon-
tinentes. ' ‘

Corortr IV.

6. Propofita igitur expreffione quacunque indefinita, innu-
merabilia infinitarum. curvarum dabuntur genera; quorum quod-
libet genus. infinitas in fe comple&itur curvas , qua pro eadem:

-data. abfciffa cundem illius expreffionis valorem contineant.

CororLL. V.

7. Cum igitur infinita dentur genera, quorum fingula innu-
merabiles lineas curvas comprehendunt , i quas propofita. pro
proprierate communi expreffio zqualiter competat; in'uno quoque:
genere dabitur una curva, que, pro reliquis ejufdenr generis:
curvis ,, alteram expreflionem in° maximo: minimove gradu cone
tineat..

Cororr VL

8. Quoniam' ergo-, ex quolibet genere, una curva maximi
minimive' proprietate’ pradita invenitur;; omnino ejufmodi cur-
va fatisfacientes. infinitz invenientur , quarum quavis. ita erit:
comparata:, ut inter omnes. alias eadem proprietate commanii
-gaudentes.,. maximi minimive proprietate fiv predita..

¥ 3 - SCHE
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9. Hzc omnia magis illuftrabuntur, fi proprietatem ¢ommu-
nem, de qua ha&enus in genere fumus locuti , definiamus. Sit
igitur proprietas communis, formula longitudinem arcus curve
exprimens , maximi minimive expreffio autem fit /Zdx ; ita ut,
inter omnes curvas que habeant arcus eidem abfciffe refponden-
tes inter fe xquales, ea debeat determinari, in qua pro ea-
dem abfcifia fiat /Z dx maximum vel minimum. hani&ﬁum
autem eft, non folum infinitas lineas curvas dari pro cadem
abfciffa longitudine aquales , verum hoc etiam infinitis modis
fieri poffe. Sit enim abfciffa communis =—«, fumaturque que-
‘cunque longitudo ¢ major quam «, infinicz, exhiberi poterunt
linez, tum re@tz tum curve, quarum fingularum longitudo fit
==¢; atque inter has definiri poterit una , in qua fic /Zdx
maximum vel minimum. Loco ¢ autem infinitz accipi poffunt
quantitates; eo quod alia non adeft conditio, nifi ut fitc >4
atque quilibet valor pro ¢ affumtus dabit unam curvam maxi-
mi minimive proprietate preditam. Quamobtem, pro infinitis
ipfius ¢ valoribus, infinitz reperientur linez curvz quaftioni fa-
tisfacientes. Neque tamen idcirco Quaftio pro indetcrmina-
+a eflt habenda: nam folutio ipfa, infinitas curvas fatisfacientes
prxbens , ita eft interpretanda, ut unaqueque harum curva-
fum inventarum inter omnes alias #que longas poffideat valo-
rem formule /Z 4x in maximo minimove gradu. Perfpicuum
autem cft, quod hic de aqualibus arcubus curvarum oftendi-
mus , idem de alia quacunque formula feu expreffione indeter-
minata valere debere. Ita fi, inter omnes curvas qua, pro data
abiciffa ¥ ==« , valorem formule /T dx cundem continent,
ca requiratur in qua fit /Z4x maximum vel minimum; tum
infinite* quidem reperientur linez fatisfacientes : verum ha inter
fe ira difcrepabunt , ut qualibet, inter omnes alias poffibiles
lineas curvas fecum valorem formule /74 x communem haben-
tes, contincat formulx /Z dx valorem maximum vel minimum.

PRro-
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10. Que curva, inter omnes omnino cxrvas eidem abfiife ref-
pondentes , maximi minimive cujufpiam propofiti propriciaie gau-
dets eadem cxrva fimul, inter ommes curvas communi quacunque

exm ipfa propriciate preditas, cadem maximi minimive propriciate
gandebis.

DEMONSTRATIO

Sit maximi minimive expreffio =4, proprietas autem com--
munis == B; eritque tam A quam B, vel formula integralis
indefinita,, vel expreffio ex hujufmodi pluribus formulis compo--
fita. Ponamus jam curvam efle inventam, quae, inter omnes
omnino curvas eidem- abfciffz refpondentes, expreffionem A
contineat maximam vel minimam; ea curva certum quemdam
expreflionis B continebit valorem ;. przter eam autem dabun--
tur innumerabiles aliz , in quas idem expreffionis B valor com- -
petet; haxque innumerabiles curvz ommes jam continentur i
illis omnibus omnino .curvis , ex quibus ea, in qua ex-
preflio A cft maximum minimumve , eft inventa.. Cum igi-:
tur hzc curva,, inter omnes omnino curvas, propofita maximi-
minimive proprietate gaudeat ; eadem' quoque; inter illas infi-
nitas curvas fecum expreflionem B communem habentes , valo--
rem expreflionis .4 maximum minimumve. poffidebit.. Q. E. D:-

€Corori E
11, Methodus igitur abfoluta etiam Problematis Methodi:
relativee refolvendis infervit : dum unam femper curvam fatis--
facientem .exhibet.. Verum tamen folutionem.completam -non
largitur. .
Cororr IL

12, Curva €120 , qua, inter omnes, exp;eﬂianen -,Afhhb'?t'f
' Maxia-




Fig 1,

176 DE METHODO

maximam vel minimam, erit una ex infinitis illis curvis, qua-
rum fingulz , inter omnes alias fecum communi proprictate B
gaudentes, candem expreflionem A4 maximam habent minimam.

ve.
Corort IIL

13. Solutio igitur Problematis, quo, iater omnes curvas ea<
dem communi proprietate B praditas, ea quaritur in qua fic
A maximum vel minimum, latius patebit, quam fi abfolute ,
inter omnes curvas , €a quareretur in qua eft 4 maximum vel
minimum ; illaque folutio hanc tanquam cafum fpecialem in
{e comprehendet.

ProrosITIOIL PROBLEMA.

14. Methodum refilvendi Problemata, in quibas, inter omnes
ENrVAS CommNBi guadam propriciate gasdenses, ca requiritar qua
maximi minimive cujuspiam propofiti propriciase gandeas, in gee
nere adumbrare, _

SoLvuTIO

Omne maximum vel minimum itaeft comparatum, ut, fac-
ta murtatione infinite parva, valor ejus omnino non immute-
tur~ Quamobrem fi curva az, inter omnes curvas eidem abf-
ciflze AZ refpondentes, quz quidem communi proprictatc B
gaudeant, habeat valorem expreffionis 4 maximum vel mini.
mum; eundem valorem retinebit, fi ipfi talis mutatio infinite
parva inferatur, qua communis proprietas B non turbetur. Ad
hoc autem non fufficit, ut ante fecimus, unicam applicatam ,
puta N n, particula infinite parva n» auxiffe : quoniam enim
hoc modo tota mutatio unica conditione determinatur, per cam
effici nequit, ut tam proprictas communis B in ipfam curvam
8 immutatam ®qualiter competat, quam maximi minimive ex-
preflio A4, Quocirca mutationem adhibendam binis congiigo-

us

SN
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‘nibus determinatum effe oportet; id quod obtinebitur, fi bine
applicare N n, & O o particulis infinite parvis n» & o« augean-
tur. Quod fi ergo curva hoc mode immutari concipiatur ; pri-
mum efliciendum’ eft , ut proprietas communis cum ‘in ipflam
curvam tum in mutatam aque competat; deinde etiam maximi
minimive expreflio in utraque curva eundem valorem retinere
debebit. Prius preftabitur, fi expreffionis, qua proprietas com-
munis continetur, valor differentialis inveftigetur, oriundus ex
translatione binorum n & o in » & w, ifque evanefcens pona-
tur : pofteriori vero conditioni fatisfiet, fi pari modo valor dif
{erentialis expreffionis , quz maximum minimumve efle debet,
quaratur, oriundus ex binis particulis nv & 04, atque nihilo
zqualis ponatur. Hoc patto, duz obtinebuntur aquationes ,
altera ex proprietate communi, altera ex maximi minimive ex-
ggcfﬁonc ; utraque autem ejufmodi habebit formam S. n, +

.0w ==o0; in qua § & T erunt quantitates ad curvam perti- .

nentes. Ex binis autem ejufmodi 2quationibus eliminabuntur

particulz nv & ow; provenietque zquatio pro curva quafita , -

quz, inter omnes alias eadem communi proprietate B praditas,
habeat valorem expreflionis .4 maximum .vel minimum. Q. E.
y &

CoRrRorr L

15. Solutio igitur hujufmodi Problematum quoque reduci-
tur ad inventionem, valorum differentialium : ipfi autem valo-
res differentiales ab iis quos ante dedimus in hoc difcrepant ,
quod ex translatione duorum curva ;punétorum definiti debeant.

"CoroLL IL

16. Ejufinodi valores differentiales ergo ex duabus particu<
lis ny & ow oriundos, in quovis Problemate, binos invefti-
gari oportet; alterum pro proprietate communi, alterum pro
maximi minimive expreflione.

Eulesi & Max. & Min, - z Co.

Cakl _meea—
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17. Inventis autem in quovis Problemate his duobus valo<
~ ribus differentialibus, uterque nihilo zqualis poni debet; ex quo
binz nafcentur equationes, que, climinandis particulis affum-
tis n» & o @, prebebunt unam zquationem naturam curva qué-
fitz cxprimentem.,

CoRrRoOLL AIV.

18. Si ergo, inter omnes curvas eidem abfcifle refponden-
tes, que communi proprietate B mqualiter funt praditz, ea
requiratur, in qua expreflio A4 fiat maximum vel minimum ;
tum utriufque expreffionis A & B valores differentiales, ex bi-
.nis particulis nv & ow oriundi, queri, & nihilo ®quales poni
debent; ex quibus duabus xquationibus fi eliminentur particula
nr & ow, emerget Tquatio pro curva quzfita.

CorRoLL V.

19. In hac itaque operatione, ambz expreffiones 4 & B
omnino pariter traltantur; neque in confiderationem venit, utra
_vel proprietatem communem vel maximum ntinimumve deno-
tet. Ex quo perfpicuum eft, eandem folutionem prodire debere, fi
exprefiones 4 & B inter fe commutentur.

CoroLrLL VL

20. Eadem ergo folutio locum habebit, five, inter omnes
curvas communi proprietate B gaudentes, ea quzratur in qua
fit A4 maximum vel minimum : five viciffim, inter omnes cur--
vas communi proprietate /4 gaudentes, ea quaratur in qua fie
B maximum vel minimum. :

9

-

SCHO
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SCHOLTION

21. Ambis exprefliones A & B, licet in fe fpe@atz tes om-
nino diverfas fignificent, inter fe commutabiles effe ipfa folu-
tionis - natura fponte patet. Quod fi enim ad binas particulas
n» & ow refpiciamus, quibus applicatz N n & O o augentur ;
primum eas ita comparatas effe oportet, ut proprietas communis.
B, tam in ipfa curva quam in mutata ; eundem valorem ob-
tineat; {cilicer proprietas communis B in carvam amnopz &
in am» wp z 2que competere debet: deinde pari modo per eaf-
dem particulas n» & ow efficiendum eft, ut expreffio 4, quz
maximum minimumve effe debet , tam pro curva amnopz quam
pro amywpz eundem valoremrecipiat. Atque adeo, tam pro=
prietas communis, quam maximi minimive natura, candem pla-
ne conditionem in calculum inducit; ex quo manifeftum cft ambas
exprefliones datas, quarum altera proprietatem communem , alte-.
ra maximi minimive rationem continet , inter fe commutari at-
que confundi poffe, falva Solutione. Hanc ob remergo, in So-
lutione hujufmodi Problematum,” fufficit noffe ambas illas ex-
preffiones ; neque ad Solutionem abfolvendam noffe opus eft,
utra proprietatcm communem aut maximum minimumve fignifi-
cet. Sic fi, inter omnes curvas longitudine zquales, quzra-
tur ea, que maximam aream comprehendat; eadem reperitur
. curva que prodit, fi, inter omnes curvas aquales areas inclu-
dentes, ea quzratur quz fit breviffima, vel minimam longitudi-
nem habeat. Hac ita fe habent, fi maximi minimive quod quz-
ritur natura ita fuerit comparata, ut ejus valor differentialis fit
==o. Jam fupra autem animadvertimus, duplicis generis dari -
maxima & minima, in quorum altero valor differentialis fit == o, in
altero vero == o0 . Hic vero tantum maxima ac minima prioris ge-
neris contemplamur; nam, in hac Methodo relativa,pofterius genus
locum omnino habere nequit. Quod {i enim valor differentia-
lis, qui convenit maximi minimive expreffioni, infinite magnus po-
natur ; tum ex hoc folo zquatio pro curva reperitur ; neque ideo
proprietas communis. it computum ingreditur, Quare, fi hujus

. Z 2 o generis
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generis maximum vel minimum in-Methodo abfoluta locum ha:
bet, eadem curva in Methodo relativa eadem - proprietate gau-
debit, quazcunque proprietas communis adjungatur. Cum igi
tur totum Solutionis hujufmodi Problematum momentum vc:'z:
tur in inventione valorum differentialium , qui ex binis particu«
lis ny & 0 w oriuntur ; Methodum trademus, ejufmodi valores
differentiales pro quacunque’ expreflione indeterminata invenien-
di , eo modo, quo fupra ufi fumus ad inveniendos valores dif
ferentiales ex unica particula n» oriundos.

Prorositio II. PROBLEMA.

a2. Propofita qunacungne expreffione indeterminata , que 4d datam
abfeiffam A Z referasur 5 invenire ejus valorem differensialem , or-
14m ex transiasione binorsm cxrve puniforsm N & O in v & w.

SOLUTIO

Ponamus abfciffam Al =, & applicatam Ii =1y, erit
Kk:j’, Ll=]", Mm ________.]w’ Nn =le’ Oo =]v S
Pp=4"" &c. Harum applicatarum duz tantum, nempe y"
& 4" patiuntur alterationem a particulis ny & o « ipfis adjunétis.
Erit igitur applicat® y' " valor differentialis = nv, & applica-
® y* valor differentialis = oa , reliquarum vero applicatas
um omnium valor differentialis erit =o. Hinc reliquarum
quantitatum ad curvam pertinentium p, ¢, r, s, &c. valores
ifferentiales habebuntur , quatenus ez ab his binis applicatis
7" & 5’ pendent. Sic cumfit p = 2 ';;" , erit valor diffe-
rentialis i ‘f'ius p = o; fimiliterque ipfius p', & p : at cum fit

.

7/
Pl = > ctit ipfius 2" valor differentialis — 5;-"' ; &,y
o

\Y} (AY)

v M= Herencialis ofius o'V — o2
ob p'"== "=, erit valor differentialis ipfius p'* =
- ﬁ" porroque ipfius p" erit = — %: Deinde cum fit

_‘ ‘ =
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q = ?iz'-';'-’ ; erit valor differentialis ipfius 4" = ;‘_x';; ipfius

= 2§ — IEr,iplus gV = — %22

My
dx‘ + d"' >

ipfius 4 = — 5~ Hocque modo fimiliter progredi licet ad

fequentes quantitates r, s, &c. cum fuis derivativis; hincque
nafcetur fequens Tabella, qua fingularum harum quantitatum va-
lores differentiales exhibentur. - .

dy' =m P o HY
d ) — ow 4 1 = x®
e L e At
d.p'".—.-_-——'-‘—!-}--‘-’—‘-" “"7'“"""3',:1—24;? R
dx x o, 00 -
dp" —_— . 0@ d.q == )
x - 4
— ny ”
dry = 7 ds == ﬁ
P o e 37 04 —— 4By ow
d ' x. + dx' .do . : ltdxq + dx{»
"o 3"v___30w p=__" ny 40w
ar'=+ Fo— o |4 dx*  dxt
: | —_2 Jow e 4Ny 60w
d. 7= e T dx 4 5" = dx* + d x*
v —‘—-2 A By .4;2.9
‘0' — 3%, d. .f. ===+ e dxﬁ
: 0
‘ d & = Zf*-
&c,

Ex hac Tabella petfpicitur, in valoribus differentialibus totidem
terminos particula ow affeCtos occurrere, ac particula ny ;5 at-
que in utrifque pares adeffe coefficientes : difcrimen vero in
hoc confiftere , ut cuilibet termino particula o w affe@o refpon-

3 deat




182 DE METHODOEGO

deat quantitas immediate fequens eam, cuirefpondet fimilis tefs

minus particula n» affe@us. Sic dum terminus — ::.' ! re-

peritur in valore differentiali quantitatis ¢

2 04 adeft in valore differentlali quantitatis fequentis 4.
dxi .

Deinceps, ob duplicis generis terminos in valoribus differen-

. ita terminus

—

tialibus occurrentes, quorum alteri particulam ny , alteri parti- -

culam o« involvunt, valor differentialis cujufcunque expreffio
nis indeterminatz hujufmodi habebit formam nv. I4 0w K;
de qua primum, manifeftum eft membrum prius ny. I efle ejuf-
dem expreflionis valorem differentialem, qui oritur fi fola parti-
cula nv confideretur; eritque ideo nv. Iille ipfe valor diffe-
rentialis , quem fupra pro quavis expreffione oblata definire do-
cuimus ; ita ut hoc membrum per praecepta fupra tradita pro
quavis expreflione indeterminata exhibere liceat. Quod ad al-
terum membrum ow. K attinet, quia finguli termini in quibus
o w ineft perpetuo refpondent quantitatibus fequentibus eas ,
quibus refpondent fimiles termini particulam n» involventes,
palam eft quantitatem K fore valorem, quem quantitas I in pro-
ximo fequente loco induit, atque idcirco effe K= I — I+
41, Quate cum membrum n». Jex preceptis jam fuprd datis
affignare queamus, ex e porro alterum membrum ow. . K =
ow (I+ 41) innotefcet. Sit igitur V expreflio quacunque in-
determinata , cujus valorem differentialem ex duabus particulis
ny & ow oriundum definiri oporteat, Ponamus ejus valorem
differentialem ex unica particula ny oriundum effe = n,. I;
eritque _ yalor differentialis,* qui ex ambabus particulis n» &
oworitur, =nr. I 40w I',fea =ny. I4 0w (I4+4dI);
qui égiltur ope regularum fupra dacarum facile affignari poterit.

Cororr L

~ 23. Omnium ergo expreffionum , quarum valores differentia-
les ex unica particula n» oriundos invenire docuimus, earundem
' . . valo-
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valores differentiales ex binis particulis n» & o « orinndos nunc
definire poflumus.

Corovrt IL

24. Hac igitar Methodus valebit tam ad expreffionum va-
lores differentiales inveniendos, qui non pendent a quantitate
ablcife propofite A Z, quam qui ab iftius abfciffe longitudi-
ne pendent. :

Corory IIL

25. Quin etiam fi cxpreffio propofita, qua vel propricta-

' tem communem continet, vel maximum minimumve efle debes;
fuerit fun&io duarum pluriumve formularum integralium; ejus:
valor differentialis ¢x binis partigulis ny & 0w oriundus cadem

SCHOLIOR

7

26. In Capitibus fuperiotibus vidimus valoremr differentiz=
lem cujufcunque expreflionis, qui ex unica particula ny oritur 5
hujufmodi habere formam ny. dx. T, feu nv. T dx 5 ubi T" de-~
notat quantitatem finitam : quare ejufdem expreflionis valor dif~-
ferentialis ex binis particulis ny & o w ortus erit = nv. Tdx
-3 ow. T*dx. quemadmodum in Solutione oftendimus. Eadem:
autem forma facile ad bunec modum poteft evinci : Scilicet fi po~
natur o w == o, tum prodire debet ipfe valor differentialis ex
unica particula n, ortus, quem fupra invenire docuimus, eritque:
nr. T” d'x. Sin autem ponatur n ¢ == o, ac fola particula o . confide~-
ratur, valor differentialis fimili modo reperietur quo.fupra ufi famus::
non autem erit == o «- T'dx; pam quia particula o in fitn fequente:
accipitur, loco T ejus valor fequens pariter fumi debet;: ita ut’
valor differentialis verus futarus fit = oa. T dx. Quad: fier~
go utraque particula ny & ow conjun&im confideretur-, erit va-
lor differentialis = n,. Tdx + ow T'dx; eo quod ixr.i‘;::f:
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calculo particulz nv 8.0« nufquam inter fe permifcentur, fed
utraque perpetuo feorfim tradiari poffit. Ut autem hac ad no-
tandi modum in fuperiori capite receptum accommodemus; pona-
mus V effe expreflionem quamcunque indeterminatam , que ,
pro abfciffa definita A Z = «, valorem recipiat = A; ejufque
valorem differentialem ex particula n» ortum efle == nv. d A ;
ubi 4 A4 nobis denotet idem quod ante T'dx; poteritque ifte
valor d A ex expreflione V', modo in Capitibus praecedentibus
expofito, inveniri. Hoc invento erit ejuldem expreflionis P~
valor differentialis ex binis particulis nv & o« oriundus =
nv. dA 4+ o w. dA' ubi dA denotat valorem 4 A4 fuo differen-
tiali auctum. Quanquam autem ifta valorum difterentialium ex
binis particulis oriundorum ad noftrum inftiturum omnino eft
neceffaria ; tamen folutio ipfa Problematum huc pertinentium
co iterum reducetur, ut per folos valores$ differentiales modo
fupra expofito inventos, qui kilicet ex unica particula ny nals
cuntgf, abfolvi queat; id quod ex fequente Propofitione mox
patebit.

ProPosiTIO IV. PROBLEMA,

27, Inter omnes curvas ad eandem datam &bfiifam AZ —a
velusas, in quas idem valor expreffionis indefimite W competis ; de-
scrmimare cam o in qua fie expreffio V- maximam el minimum,

S 6L vrTrriIo

Ponamus curvam az quafito fatisfacere , atque expreflionem
W in ea obtinere valorem determinatum == B; erit ergo hec
curva az inter omnes alias curvas ad eandem'abfciffam A Z relatas,
+ in quibus expreflio ¥ eundem obtinet valorem , ita comparata ,
ut in ea expreflio ¥ maximum minimumve - valorem recipiat ,
qui fit = A. Ad curvam ergo hanc inveniendam , pofitis abf~
ciffa indefinita Al = x, & applicara refpondente Ii ==y ;
binz applicatz Nn & O o particulis infinite parvisny & o » au-

geri concipiantur : quo fatto, tam ipfius /# quam ipfius V' wl'a-
or
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Jor differentialis, qui ex his duabus particulis ny & o« adjunc*
tis nafcetur nihilo zqualis poni debebit, uti in Propofitione fe-
cunda oftendimus.  Sit jam expreffionis I valor differentialis ex
unica particula ns ortus == ny. 44, atque expreffionis alterius
W valor differentialis ex eadem unica particula-n» ortus —
nr. d B, quos valores differentiales ex preeceptis in fuperioribus
Capitibus datis invenire licebit. Nunc igitur, dum binaspar-
. ticulas ny & o= contemplamur, erir expreffionis ¥ valor dif-
ferentialis = n». dA + ow. dA'; alterius vero expreflionis
W valor differentialis erit == n»y. dB 4 ow. dB. Quocir-
ca, ad quafitam curvam inveniendam , fieri oportet cum
nv.dA4ow dA =o, tum etiam n», dB+o0aw. 4B —0.
Multiplicentur ambz zquationes per quantitates quafcunque,
ita ut prodeat

nr. «dA + 0w add — o
ny 64dB + ow. €dB — o,

Fiatque ad particulas n» & 0w climinandas tam e d.4 4 C4 B
==o, quam adA 4 6dB =—¢; eruntquea & C cjufmodi
quantitates, five conftantes, five variabiles, qua utrique zquatio-
ni fatisfaciunt. Quoniam vero et e dA4 4 6dB=—=o0, erit
quoque 2 A + € dB =o0; que zquatio, cum «dA +
€ dB ==o comparata, monftrat effe debere @’ ==, & ¢ ==¢;
ex quo quantitates he « & G debebunt efle conftantes , & qui-
dem quazcunque. Sumtis itaque pro « & € quantitatibus qui-
bufcunque conftantibus , xquatio pro curva erita 44 +E4B
== o. Hazc eadem zquatio prodit, fi methodo confueta par-

. . . n 44

ticulas ;v &0« climinemus, Erit nempe o—;:— =—r =
. dA _ ¥ , ddA._ ddB

— g ldeoque 37 =75, feu T ="5, obdd =

dA + ddA, & dB = dB + ddB. /Aquatio autem

i"%’=‘¥£ integrata dat /d. A+ ldB+ (C. Seu dA =

Eyleri de Max. ¢ Min, Aa CdB;
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C4dB; quz, pofito C==— £ tranftined A+ € dB-ﬁ:o;

. -]

quam ipfam ante invenimus. Quamobrem ad Problema refol-
vendum oportet, tam expreflionis proprietatem communem con-

tinentis /%, quam expreffionis quz maximum minimumve ef~
fe debet V7, valores differentiales , methodo in fuperioribus Ca-

pitibus tradita, inveftigare, cofque per quantitates conftantes
quafcunque multiplicare , fummamque == o ponere; quo fatto,
- refultabit 2quatio naturam curva quafite exprimens. Q. E. L

Cororer L

*28. Nunc igitur, ad Quaftiones in hac Propofitione conten-
tas refolvendas, fufficit noffe valores differentiales ex unica par-
ticula ny oriundos; quos fupra jam expedite invenire docuimus

CororrL IL

29. Quare ad hoc negotium in fubfidium vocari debebit Ca<
put pracedens I'V, ex eoque cum §, 7 tum §. 31. In loco
priore enim continentur pracepta valores differentiales inve-
niendi, fi exprefliones indeterminatz propofitz fuerint formulz in-
tegrales fingularis, in altero vero, fi fint funGiones duarum:
pluriumve ejufmodi formularum integralium.

Corovr1i IIL

30. Propofita ergo proprietate communi ¥, & maximi mi-
nimive expreflione V, utriyfque expreffionis valorem differentia-
lera ex his praceptis. quari oportet : [quibus inventis, & per
conftantes arbitrarias mulplicatis , eorum aggregatum nihila 2qua-
le pofitum dabit 2quationem pro curva quafita. :

Corocrr IV.

31. Si, inter ompes. omnino. curvas cidem 3hfife A Z ref~
pone
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pondentes, quaraturea, in qua expreflio /" maximum minimum-
ve obtineat valorem; pro ea habetur ifta xquatio /A4 =o;
denotante 4.4 valorem differentialem expreflionis 7.

Corortr V.

32. Quodfi autem, inter omnes curvas eidem abfciffe AZ
refpondentes, in quas expreffio  zqualiter ‘competat, quara-
tur ea in qua expreffio /7 maximum minimumve habeat valorem;
igvenitur pro ca ifta 2quatio ad 4 4 € dB = o.

CororL VL

33. Perlpicuum ergo eft, curvam, quz, inter omnes omnino
curvas, habeat V' maximum vel minimum , cujus zquatioeft 44
==o0, contineri in 2quatione «d. 4 4 6dB =—o, qua expri-
mitur curva, que, inter emnes eadem communi proprietate /#
gaudentes, habeat V" maximum vel minimum,

Cororr VIL

34. In ipfa igitur prima zquationc, quam Solutio przbet;
«dA + CdB =—o; jam ineft una conftans arbitraria ; qua
autem per id determinari debet, ut valor expreflionis /# datum

obtineat valorem.

Cororwr VIIL

35. Problema itaque fic folvi poterit, ut, inter omnes cut-
vas cidem abfciffz ZZ refpondentes, in quibus expreflio ¥
eundem datum obtincat valorem, definiatur ea in qua fit va-
lor ipfius 7 maximus vel minimus,

CoroLrr IX

36. Ex his denique intclligitut;, Solutionem Problematis pro-
Aa 2 pofiti,
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pofiti, convenire cum Solutione hujus Problematis, quo, inter
omnes omnino curvas cidem abfcifle AZ refpondentes, requi-
ratur ea quz habeat @ V 4 ¢ /W maximum vel minimum.
Que quaftio, etfi ad Methodum abfolutam pertineat, tamen
dat quationcm «d A + ¢ 4B == o, quam ipfam invenimus.

SCHOLTION I

37. Ex his igitur non folum Methodus facilis atque expedita
colligitur, omnes Quaftiones huc pertinentes refolvendi; verum
etiam natura hujus generis Problematum penitius cognofcitur.
Primo enim apparet , quod jam fupra demonftravimus, Solutionem
eandem fore, five, inter omnes curvas communi proprietate H/
preditas, queratur ea que habear ¥ maximum vel minimum;
five inverfe, inter omnes curvas communi proprietate ¥ pra-
ditas , ea requiratur in qua fit /# maximum vel minimum. De-
inde etiam intelligitur, Quaftionem ita proponi poffe, ut ejus
Solutio ad Methodum maximorum ac minimorum abfolutam
pertineat; congruit enim Problema propofitum eum hoc, quo ,
inter omnes omnino curvas ad eandem abfciffam AZ relatas,
requiritur €z in qua fit ifta expreffio « ¥ '+ ¢ " maximum vel
minimum ; atque hac Problematis transformatio in caufa eft ,
quod Solutio per valores differentiales ex unica particula nv ori-
undos perfici queat, neque amplius opus fit duas hujufmodi
particulas confiderare, prouti primo intuitu natura Quaftionis -
poftulare videbatur. Hanc autem convenientiam poftmodum ,.
per fe. ac five ifta Methodo qua binz particulz confiderantur ..
demonftrabimus; quo veritas hac, fummi in ifto negotio mo-
menti, magis confirmetur. Ad folvendas czterum hujufmodi
Quaftiones, ante oculos habere oportet pracepta Capite pre-
cedente in compendium redacta ; quorum ope valores differen-
tiales quarumcunquc expreffionum inveniri poterunt. Primo
enim, §.7 illius Capitis recenfentur Cafus, quibus formula-
rum integralium folitariarum valores exhibentur : tum vero
§. 31 wvaditur Methodus jnveniendi valores differentiales ex-

preffio~
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preffionum, qua ex duabus pluribufve formulis integralibus ut-
cunque fint compofite. Ex his itaque fubfidiis, pro quavis
Quzftione oblata , tam maximi minimive expreflionis quam
proprictatis communis valor differentialis affignari poterit: utro-
que autem ‘invento, zquatio pro Curva quefita nullo negotio
formabitur; cum tantum opus fit aggregatum quorumcunque
multiplorum illorum binorum valorum differentialium nihilo -
quale poni. Haecque =zquatio inventa, deinceps pari modo
erit tra®anda, quo fupra, cum in reductione ad conftruendum,
tum in integratione ufi fumus,

SCHOLION IL

38. Jam abfervavimus in quatione «d 4 4+ C4B = o,
quam Solutio immediate fuppeditat, unam_inefle quantitatenr
conftantem; qua autem non omnine fit arbitraria, fed ex con-
ditione propofita debeat determinari. Scilicet, cum in omnes cur«
vas ex quibus quafitam definiri oportet, eadem expreffio J¥ zqua-
liter competere debeat, feu in omnibus eundem: valorem, pu-
ta B, obtinere ; hxc quantitas B tanquam data fpeQari poteft 5
atque cum ipfa in calculum non ingrediatur, ita conftantes = & € de-
finire licebit , ut valor expreflionis M/, ablciffe AZ = # ref~
pondens, ipfi B zqualis fiat; hocque patte, Quaftio: alioquir
indeterminata determinabitur. Eatenus autem tantum determi-
nabitur , quatenus, per integrationes poft inftituendas, novae
conftantes arbitrariz etiam per totidem pun&a definiuntur. Pror-
fus nimirum vt ante, totidem pun@a preefcribi poterunt, per
qua curva quafiea tranfeat, quot nove conmftantes per integra-
tiones ingredi cenfende funt. Horum autem numerus innotefcer
ex gradu differentialium fummo, qui in 2quatione inerit. Quo-
niam vero tota Quaftio ad Methodum abfolutam revocari po-
teft, numerus iftiufmodi conftantium. perpetuo erit par; fewr
zquatio refultans ad 4 4+ GdB = o, erit vel finita, vel dif-
ferentialis fecundi gradus, vel differentialis quarti gradus, vel
differentialis fexti gradus, vel zétavi , vel ita porro.  Quod

) L a 3 fi

4



190 ' DE METHOD?DO

fizquatio prodit finita, tum quoque curva penitus jam eritdetetthi-
nata ; fiquidem ratio inter « & G ita definiatur, ut expreffio J¥
datum recipiat valorem B in curva inventa, quam determina-
tionem perpetuo adhiberi ponimus. Si aquatio inveniatur dif-
ferentialis fecundi gradus, tum duobus punéis curva inventa de-
terminabitur ; congruum dutem ac more receptum ecft ipfos cur-
va termines a & z prafcribi, hifque cafibus Problema determi-
nabitur, fi conditio ifta adjungatur, ut curva quefita intra datos
¢erminos a & z contineatur.  Sin autem zquatio prodeat diffe-
rentialis quarti gradus , tum quatuor pun&is pro lubitu affigna-
tis, curva fatisfaciens determinabitur ; hac igitur definiri ita con-
venict, ut, prater terminos extremos a & z, fimul pofitio tan-
gentium in his terminis prafcribatur. Sin perveniatur ad
zquationem differentialem fgxti gradus, tum curva per fex quz-
cunque pun&a determinabitur : eorum autem loco prafcribi po-
terunt primo ambo termini a & z, tum pofitio tangentium in
his terminis , ac tertio curvedo in his ipfis locis feu radii ofcu-
li quantitas. His igitur notatis, intelligetur ex ipfa Solutione
cujufmodi conditio ad Problematis cujufque propofitionem ad-
jungi debeat, ut id fiac penitus determinatum : hzcque admeo-
nitio, non folum hic, fed etiam in Methodo abfoluta atque
reliqua Methodo relativa, locum habet,

SCHOLION IIL

. 39. Difcrimen hic etizm maximi momenti inprimis eft nos
tandum, ex quo in Methodo abfoluta primariam traltationis
partitionene defumfimus. Confiftit id autem in modo, quo cur-
va inventa Quzftioni fatisfacit. Fieri enim poteft, ut cjus qua-
cunque portio ad abfciffam indefinitam relata requifita. proprie-
tate gaudeat; deinde etiam dantur cafus, quibus nonnifi ea
portio qua definitz abfcifle AZ = a refpondet, conditioni
P:oblematis fatisfaciat. Illud fcilicet evenit, fi quantitas hzc
« in zquationem, quam Solutio fuppeditat, vel omnino non

ingreditur, vel in quantitates arbitrarias. ¢ & ¢ comprehendi
queat.
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queat. Ex quo manifeftum eft, fi ambz formulz W & V' in
cafu primo §. 7 Capitis pracedentis recenfito contineantur ,
tum curve inventz quamlibet portiorem ad Quaftionem efle
acommodatam. Deinde vero etiam fieri poteft , ut licet quan-
titas #, feu quantitates ab ea pendentes, vel in alterutro valore
differentiali infint, vel in utroque ; tamen ez vel fe mutuo tol-
lant in xquatione ad A + €4 B =0, vel fub arbitrariis « &
€ comprehendi queant; quo cafu pariter quamvis curva inven-
tz portionem fatisfacere oportet. Hoc autem tantum locum
habet , fi non datus ac determinatus prafcribatvr valor, quem
proprictas communis ¥ in pertiene fatisfaciente obtinere de<
beat: tum enim fieri nequit, ut in quavis portione eundem va-
lorem fortiatur. Ex Solutione autem unius cujufque Quaftio-
nis facile intelligetur, qua conditione, five tota curva a z, fi-
ve quavis portio, fatisfacere queat; id quod commediffime jn
Excmplis oftendi poterit.. - -

ExeMritun I

6. Inter omnes curvas d abfeiffam AZ relatas, in quibus for-
miula {yxdx exnderm obtinet valorem , invenire cam in gna [is va-
bor formule Lyy dx minimus.

Erit igitur proprietas communis ¥ == fxydx, cujus, obs
dxy=—9dx + xdy, valor differentialis eft =-n. dx. x.
Maximi autem minimive formula et /' = [y d x,. cujus, ob:
4. yy = 2y dy, valor differentialis et = n»y. dx. 29. Ob-
tinebitur ergo, divifione per ny. 4x inftituta, hec xquatio « x-
+ 26y —o; ex qua patet Quaftioni fatisfacere’ lineam rec-
tam in A cum axe AZ angulum' quemcunque conftituentem..
Et. quia longitudo abiciffie AZ =« non' in. computum ingre--
ditur, quaevis hujus re&z portio xque fatisfaciet. Quod (i
autem poftuletur, ut pre data abfciffa AZ =, formula fy x 4 x-
datum obtineat valorem, puta B; tum oby =m », fiet [yxdx
==y mx’; ideoque 3 ma’ = B; ex quo pofitio linez relte

: ita:
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S B .
ita definietur, ut effe dcbeat y = 3‘,’° .  Hzc igitur reQa

jam ifta proprietate gaudebit, ut ea inter omnes lineas, five
re@as, five curvas, que pro data abfciffa A Z = 2 habeant
formule [xyd x valorem = B, producat formulz /7yd«x mi-
nimum valorem,

ExeMrroumMm 11,

4. Inter omnes curvas ejufdem lomgitudinis punita 2 & z fun-
gentes , invenire eam qua maximam vel minimam arcam a A Z z,
somprehendat.

Quoniam proprietas communis eft longitudo arcus = /4 «
N (14 pp); erit ejus valor differentialis =-—n». 4. 7-('-_%_—?;),

Deinde maximi minimive formula eft fyd«, cujus valor dif-
ferentialis eft nv. dx: unde pro curva quzfita ifta habebitur
p R by .
o regrando X H0= Zokom
. — x40 . o s
ideoque p == TP =Ty = 7% Hinc ergo inte-
grando fit y == £+ v (6> — (x4-¢)*), feud* =(y—f)*
+ (¥+¢)*; que eft zquatio generalis pro Circulo. Qua~
mobrem arcus Circuli quicunque per punéta a & z dudus, in-
ter omnes alias lineas curvas ejufdem longitudinis, vel maxis
mam vel minimam aream a AZz includet. Duplici autem
modo Circuli arcus data longitudinis intra terminos a & z conf~
titui poteft; altero, quo concavitatem axi A Z obvertit; altero,
quo convexitatem. Priori cafu manifeffum eft aream fore ma-
ximam , pofteriore vero minimam, Arqbe hinc fi dentur ter-
sini a &z, una cum longitudine curva irtra hos terminos conf-
titutx, quam majorem quidem effe oportet lineam re@am hos ter-
minos jungentem ; Solutio penitus erit determinata: arcus Cir- :
fuli enim hujus longitudinis per hos terminos poterit deferibi
unicus,

zquatio dx = 4 4.
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nnicus, qui, prout vel concavitatem vel convexitatem axi A Z-
obvertat, aream formabit vel maximam ve¢l minimam.

COROLLARIUM

42. Hinc etiam patet arcum circularem 2z, per terminos a Fig. 1.

& z du®um , non folum maximam aream a A Z z, inter omnes
alias lineas ejufdem longitudinis formare;efed ctiam Qucun-
que linca a CE D za termino 2 ad terminum z du®a detur ,
cum ea arcus circularis az maximam includet aream. Nam
fi area a AZ z eft maxima, erit quoque area aAZz —aAC
—2zZD 4+CED, obareasa AC,zZD & CE D conftantis
magnitudinis quecunque linea pro az capiatur, maxima. '

ExeMmrron ILL

43. Inter ommes curvas ciufdem longitadinis puniia A & M Fig. 7.

jumgenses , invenire eam gue, cum rectis AC & M C «d punitum
Jxum C duclis, maximans vel minimans comprehendas arcam

ACM.

Quoniam, ob data pun@2a A, C, M, redz AC & MC
pofitione dantur, ponatur angulus A CM = x, feu defcripto,
centro C, radio CB = 1, arcu circulari BS, fit hic arcus
BS =x, & ponatur CM =y;serit Ss = dx, Mn=ydx,
& area ACM = { fyydx. Porro ob mn= dy, erit Mm .
=V (y'dx" +dy') = dx ¥ (yy+pp), pofito- dy =
pdx. Quare inter omhes xquationes relationem ipfarum » &
9 continentes , qu® , pro dato ipfius x valore, eandem prabent
quantitatem f/dx v (yy+ pp), eam definiri oportet, quz, pro
codem ipfius ¥ valore, prabeat formule {/yydx quantitatem
vel maximam vel minimam. Cum igitur formule /dx v/ (yy+

. . 3 . . l
”; ) valor dlffcrcnfxalxs fit==4r dx ( ml_rm — =
d,~——L— ) & formulz [yydx valor differentialis =
v(r+rpr)
Euleri De Mux. & Min. B h nr.




be =

Fig. x5.
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ny. dx. y; habebitur ‘pro curva quefita ifta zquatio y dx ==
bydx a4 .
Y(y+rr) - V(—,,}Lm » qua, per p multiplicata ,

O =24y o4 P
abit in hanc ydy V(yy4rp) brd v (rtep)
bd. o (yy+pp)—

— 2 ..
yy+pp) "J'V(yy+rD’

- e T

cujus 1ﬂtcgrali eft Loy = 6V(]]+pp) mﬁh} -+
VOy+rr
C ‘perpendiculum CP = ; erit ¥ = V?—yyy_:-p—pf’ ha-
bebiturque y y = 26 % -+ é¢ : quam zquationem fupra jam of-
tendimus effe ad Circulum. Quamobrem arcus Circuli per ter-
minos A & M dutus hanc habebit proprietatem, ut, inter
omnes alias curvas ejufdem fecum longitudinis terminos A & M
jungentes ; aream A CM exhibeat vel maximam vel minimam;
prout ille arcus, vel concavitatem, vel convexitatem intra an-
gulum ACM vertat. Quo ipfo id confirmatur, quod §. pra-

ced. in genere adnotavimus.

4+ 6¢. Ducatur in tangentem MP ex

ExXEMPLUNM IV.

44. Inter omnes curvas panita a & z fungemses , gua circa uxem
AZ rotate generams folida ejlfdem fuperfisiei ; determinare com
gux [imul producar volumen folidi hoc modo gemerati maximum.

Superficies folidi hoc modo generati, proportionalis inveni~ -

tur formule integrali huic fydx j (x+4pp), cujus valor diffe-

‘ o ge - .l_

rentialis eft nv.dff\/(x-f-fp) % __LV(l'l-PP))

Volumen vero folidi hoc modo generati eft ut fyydx,

cujus valor differentialis eft = #». dx. 2y. Quocirca refulta-

bit ifta xquati dx == bd — bd. 2
quatio 2y dx xV(x-l-pp')j bd. ﬁfﬁq

ulti-
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Multiplicetur haeo per p, ut prodeat 3 y dy==56dy y/ ( 1+-pp)

—— —_ bypd
: ‘P‘m%——“*lt/(l'i'ff)—“ﬂ%&%?—)

~bpd m%, cujus integrale eftyy =6y (1+pp)

—— -———m—-—— == by Ha
vV (14pp) be v +7p) 4 b¢. Erit ergo

by== (35— be )V (1 +2p), & p=YEX—p—b)"

ar—-.bc'

dy o e (yy—"bc)dy
== . Quare erit 4x=— Thyy—C5y —55* De

hac zquatione primo notandum eft, fi fuerit ¢ == o fore dx =
__ydy
V(bb—»y) ‘
axe A Z (it pofitum ; ille igitur arcus circularis, centro in axe
AN fumpto defcriptus & per data duo puna a & z tranfiens
Quezftioni fatisfaciet ; etit autem is unicus , ideoque folidum de-
“finite. fuperficiei generabit. Quare fi, inter omnes curvas qua
folida alius atque diverfe fuperficiei generant, quzratur ea quz
eaximum volumen producat, ea non erit Circulus, fed alia
. " ey Cyy—bc)dy)
curva in quatione dx == Ty — 3y —F0)%) ‘con-
‘tenta, Non folum enim, ob binas conftantes é & ¢, effici po-
teft, ut curva per prafcripta duo puncta a & z tranfear ; fed
ctiam ut longitudo curve az exiftat datz magnitudinis. Cz-
terum longitudo curve, ob fdx V(x‘+pp)'==fy—;—y-_ii-’f;-;
— __bydy cusi | ‘
fet= /5 iy — (3 —5z 2, 3 cujusbx?tcgr-:-k; )a qu::dratura
T — 2¢ . 4
Circuli pendet, eftque == - A cof. XA ETVD) -+
Conft. Quod fiautem b ponatur == o ,cafus oritur fingularis; 2qua-

tic namque prodit hec dx —= — vie ;i{c oy > que eft pro
curva Catenaria convexitatem axi A Z

; ideoque curvam effe Circulum, cujus centrum in

obvertente.

Bb 2 EXEM-
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Ex‘n'urr.vu‘V.

45. Dorer ommes curvas az aguales areas aAZ 2 continentes,
determinare eam , quz circa axem AL rotasa genpres folidum. mie

mima [uperficiei., ‘

Quoniam- proprietas communis in area == [y d'x conftituitur;
erit ejus valor differentialis = m» dx; Deinde formula , que
minimum effe deber, eft Sydx v (1 +4pp), cujus valor diffe-

rentialis et == ar. (dxy/ (1 4pp) —d. ‘-/(—x"_l%?) );un-
de orietur, pro curva qufita, ifta xquatio #dx == dxv(1+pp)

—d W!L-l%’ quz, per p multiplicata & integrata, prazbet
2y 4 b = m, fe‘uq_s/(r+([) = W-{’.—T" un-

P b)* 4 - -
de fit p == L ”y(_'*',’b'*’ ) =iacde =i . :
(nyt-b)dy . Ex qua patee, fi fir b==o,

V((1—n*)y*—2bny —bb)"’

tum- curvam effe- abituram in lineam- re@am pun@a a & z jun-

gentem.  Drinde fi fit »==0, ob dx = (.7:2 3T, Cue-
b

va erit Catenaria concavitatem. axi A Z obvertens. Quod fi aus.

—_— - . _(b—y)dy . .
tem fit # ==—1, fiet dx —=. 5 (aly —35) © Quainte-

»

grando oritur ¥ = ¢4 3—"—3_;-?- V(2by—bb); que eft

pro curvaalgebraica, &in rationalibus prebet 9 5 (¥— ¢)* =
(26 —y)* (29 —b).. Eftideo. linca-tertii ordinis &. pers
tinet ad fpeciem 68 NEW TONL. : L

ExE u~r-£ v VLI

46. Inter omnes curvas az ejufdem linmgitndinis i3 définire eam
gue circaaxem A Z rotasa producat maximnms folidum..

Inter
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Inter omnes igitur. curvas proprietate communi /@x y/ (1+pp)
gaudentes, ca quaritur in qua fit [yydx maximum. Quo-
niam ergo formule /dx v/ ( 1 4+ pp) valor differentialis eft —

—ny. A 7—(—1_%_—?;3, formulz vere-/yydx valor differentia-
lis eff = 2 #y. yd%; habebitur pro curva quafita ifta zquatio
2ydx ==+ bbd. V-C—T-El-_fﬂ’ quz.,. multiplicata. per p & in-

tegrata, dabit jy+ be= -tv‘(xi-:-?;) i few v/ Cx 4pp) =

66 g V(B Oy by dy. \
yy+ be hmcquei-;—)d 7Y P P
_ (yytbe)dy : . : )
ﬁtt’:—-f‘lcr — TR TN Ha'ec curva hanc habet pra
prictatem ut- cjus radins ofculi ,- qui' generaliter eft =— Jx -
d. Vf—lb-f:f')-’ fiat = :—5; Lioc eft, proportionalis eft- applica-
cz . inverfe; unde patet curvam quefitam: effe- Elafticam. Non.
folum autem. per conftantes b & ¢ arbitratias effici potéft, ut cur-
va per datos terminos a & z tranfeat, fed. etiam. ut ejus arcus:
intra hos terminos interceptus fiac' datz magnitudinis. Si fic
¢ = o, prodit Elaftica’re®tangula. - Cwterym nullo cafu conf-
uuio per quadratutam vel. Circuli vel Hyperbolz ablolvi' po--
teft ; nifi fint vel & & ¢ infinita, que quidem cafu linea a z pro-
dit re®a , wel é==¢« Hoc enim cafu, habebitur x = ’

. CryFbb)dy - p .o
fys/——(zbb—,?)‘ feu , fumto #& negativo , erit x =

SRy =V B0y — B s
& integratione per logarithmos abfolura, fiet x =/— /(26
—») +-_6£b"if?/(°‘;bf'f”). Ipfa. véro curvar longitudo
quaz generaliter eff =— Ty ('b;‘__b‘(by ‘? 5T ° ‘eri.c‘ hoc cafu.
—py RV (2bh-—yy) o
. . . , x‘ - N . . K

.

‘ Bb 3‘ T EXEM-
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Exsurruon VIL
47. Invenire curvam , gque, inter omnes alias ojufdem lomgitn-

dinis , circa axem AZ'roasa, pru’aut f lidum cmjns [wperficies,
Jiz vel maxima vel minima.

Quoniam proprictas communis eft = f#x ¢ (1 422 ) 5 '
cujus valor differentialis eft — 1. 4. J(—l-%);maximi minimi-
ve formule autem f7dx V(1 4 pp) valor differentialis eft

=nrn.(dxy/ (1 +N’)“_J‘T(_:Z-i%))" habebitur pro cur-

. _—z__ N .
_ ‘m qua:ﬁn ifta zquatio 4 4. TG dx¥ (14pp)

—. d. JC + F7p)° quaa per p multiplicata & integrata prazbet
— bty

= ) TG F7p” f‘:; Sy CTer 3 Hine

ﬁetV(x+fp)=—:§2', &p= : « —“

ex hacque dx = Sy _:_‘;’), > Que cft zquatio_genera:

“lis pro Catenaria, & fatisfacit, dummodo axis refpetu cate-

nz fufpenfe fitum teneat.horizontalem. Fieri ﬁxtur poreft, ut
curva vel convexitatem-vel concavitatem axi A Z obvertat ,
priori cafu {uperficies folidi fict minima, pofteriori maxima.

'Ex.zurr.uu VIIL

48. Imter ommes corvas per puniia A & C tranfeuntes , qua om-
nes eguaes aveas ABC comprehendans; definire cam qua in flaids
Secundum directionem axis B A mota minimam patiasnr refifiensiam.

Pofitis abfciffa AP ==x, applicata PM =3y, proprictas com-
munis eft fydx, ejufque valor differentialis — »r. dx. Reflif-
tentia autem totalis , quam ﬁguta in dircRione A B fentit, eft

ut
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ut f% » Cujus valor dﬂfcrenuahs — av. d. 3&7’5—, Ex

‘bis emergit pro curva ifta xquatio dx — 4 4. ?%ﬂ, 5 quae

integrata dat x — ¢ brp(3tpp) Aquatio autem diffe-

(r+pp)*’ .
rentialis per » multiplicata, abit in hanc dy = épd. (31’{"_ -;-pz)z ,
quz in hanc formam dy — 5)4(31':*%: + 4 P?fs-;;‘ T
3p¢ -t e G rp)
bd ) 2 ‘(——'—P-g’tranﬁnutata, habet integrale y f+ CETTL
P —_— ‘ S——
- I+"fc“.7 =f+ (1+1 T ppss Cm igitur fit x = ¢ o

bpp(3Fpp) i ‘
'L(Lx{_-ﬁ;? > curva etit algebraica. Efficiendum eft autem ,

ut, quo cafu fit ¥ ==o [ quod fieri nequit, nifi vel 4 vel ¢
capiatur negativum ] fimul y evanefcat. ‘Quo autem curva co-
gnofcatur , ponatur x——- =t &y —f=wx, eritr=—

3p) — bt 20’ V3 + 3p)
(;L-l—"j”&“ (I+”),_’ undcﬁtt—l—#s/;-—- él +PP>$

atque s ~—— xy/ 3 = @ '_(f’:i_‘;g);*'_”l) - Extrahendis

igitur tadicibus quadratis habebitur y “X2V3 +“ vi_ .L";w R
VAR ik 1A NN ) et 1% 2 hmcquc J t+bu\/3

b« 1-4pp Havs 5

t—uv3___ 2pp ttu 3 __ t—uy 3

L e e e A v b

— 22V3 L=z 222 g __apt
T 14pp .Atcab' *14pp (1 4pp)?

VERRER 4 gy Ty (Bpay i,

got 4.y t+u\/3 + 3¢ t°—u\/3 ‘ 2\/£tt'b—-3m¢)
que ranonahs fa&_a przbet aequanonem “hanc quarti ordinis

4*

B | - « B S
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43"+ Qrtun 4 4u* = 4bt* + 36btun— 276 nu , feu 4(1e4-au)*
==g4bs* + 36b14* — 276*s*. -
Ad curvam autem per infinita pun@a conftruendam , expedit
adhibere has formulas, #=—= %%1:—’_'%3%—2 & n:-—-—(li?——”;f)i.. Pri-
mum autem patet curvam habere diametrum in pofitione abfcif-
farum ¢ fitam, duobufque locis fieri ¥ =0, nempe cafup=—o,
quo fimul fitz=—o, & cafu p==<, quo fit r=4. Quod fi
ponatur ==4¢ , atque #== 3¢, orietur iftazquatio (rr+4-wx)*,
+ 8¢ (s’ — 3r&* ) 4 18¢c (r* %" )— 27¢* ==o0 quz cum
fit functio ipfarum #r - wu & r* — 3rus, declarat carvam hanc
habere tres diametros fefe in initio abfciffarum harum » decuf-
fantes. Curva ergo quxfita triangulo z%ﬁlatero AB Citaerit
infcriptibilis , ut conftet ex tribus ramis ADB, AE C & BFC

inter fe fimilibus & qualibus , qui in pun&is A, B, & C cyfs

pides forment acutiffimos. Ejus igitur diametri erunt tres rec-

1z Al, BH & CG, fefe in centro trianguli O decuffantibus.

Erit autem AO = 3¢, OF =¢, § Ol =1¢, ita ut fi
Al=1% ¢ & FI=}1s==% OF. Hujus jam curve quzcun-
que portio abc reis ab & bc parallelis ipfis Al & BI & arcu
curvz ac comprehenfa, ita erit comparata, ut arcusac inter omnes
alios pun@aa & c jungentes, & xqualem argam ab c continentes,
in fluido fecundum dire&ionem b a mota minimam patiatur refif-
tentiam. Porro aiitem hac curva erit re@ificabilis, reperiturque
arcus ADB= *¢¢; exquoerit ADB: Al =:3=32: "

" 27,atque ADB: AB=32:18y3 == 16: 9vs.

Exemrrux IX

49. Inter gmnes curvas AM equales areas APM includenses ;
invenire cam, qua fit ita compariia, wt, i perpetno a cemtro Cirtsli

ofculantis O #d applicatam MP productam ducasar perpendicalaris

O N; curya « punétis N formasa minimam comprehendas arcam,
APN. ‘

Pofitis abfkifly AP ==, & applicata PM ==y; erit area

lia . > & app ) ) ADM

/
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APM = /y4x, quz eft proprictas communis, ejufque valor
ifferentialis = #». dx, Deinde, cum fit radius ofculi M O

= — U g MN = — (t22) g pN —

— (a4pp)
—

— (_i%') dx; quz debet effe minima, cujus valor dif

ferentialis eft = n 1. (— dx + d, 2 4 fad b,

q
unde ifta nafcitur 2quatio sdx* = dx d, ?-}- dd, 2 :‘_q »
qua integrata dat nxdx = 2pdx + a1t +4dx. Il

. q
vero eadem =quatio, per p multiplicata, dat »dx d y =
dyd. 24—’- + pdd. I:'q" 5 cujus integrale eft ydx == ¢dx

—; ex.quo ared APN erit = — /ydx

—_— .z—gﬁ + pd. t:—q—'—’i. His aquationibus conjungendis ,
oritur sx dy — nydx = bdy — cdx +3%’+ 3%’5 =
2dx*42dy

d .

bdy — cdx +
ny — ¢ == nu; crit dy = du, &fdx:.—- dt, atque mdp ==

2:;;1-_2?;. =«”jfu > feuzds't-2dtdn =nitdudds

——nudtdds, pofito ds conftante. Sit # == sz, erit dv==

sdt +tds, & dduw = tdds 4 adids; hifque fubfticutis

prodibit ifta}xquatio : 2 (1 4 s5) d# + gstds*ds +

3(x—n)ttdtds* =n1'dsdds. Ponatur t=¢f“hs erit
[rds

A= rdsy, & ddt==o = ¢{"%* (rdds 4 drds

‘trrdst ); unde fit dds — — d'rd’ — rds*; ex q&ibas
tandem emergit2 (1+s) 7' ds + 457  ds+ 2 (1—n)rds
= — _"——""-—-nrd:, feu ”—:—' + (2—a) rds +

" Euleri de Mas. & Min. Cc 4sr'ds

Ponatur #x — &6 — »s, &
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| 4sr°dst2rdst-2rtstds=o. Sits = v =~ -:-',ﬁce

dr + rrdv=— 2—(%'—%’;;5; quz zquatio integrationem ad-
mittit, quoties eft # ==2#(i— 1) denotante i numerum in-
tegrum quemcunque : Ut fifit 8 == 4, fictr — I;“;v +

!.

s ; ex qua retrogrediendo. conftruttio.
(14vo)? f(_——l-i-v'u)‘
abfolvi poterit..

ExemMrruomm X.

so. Dnier omnes curvas, in quibus {xT dx enndems obtiner
valorem ; invenire eam in qua fit {y T dx maximum vel minimum,

exiffense T funitione quacungwe ipfius p, sta ut fit T =P dp..

Ad formule /¥ T'dx valorem differentialem inveniendum';.
notandum cft effe 4.x T=Tdx-+ xPdp, ex quo illius va-.
lor differentialis erit == — n», 4. xP. [Ex altera autem for-
mula /yTdx habetur 4. y T = Tdy 4 yPdp , unde ejus
valor differentialis erit nr. (Tdx — 4.y P). Quare, pro
curva quefita oriectur ifta quatio #d. xP = Tdx — d.yP.
Eigo /Tdx = »xP+yP + b. Porro fiilla #quatio per p
multiplicetur, habebitur #pd.xP = Tdy — pd. yP =
dyT —yP.dp—pdy P=d. 9T — dyPp. At cft
p3.xP=—=Ppdx 4+-pxdP+4+xPdp 4 Tdx — dxT =
d.xPp+Tdx — 4xT. Quamobrem orieur 4.y T —
d.yPp—=nd xPp + nFdx — nd.x T; hincque /» Tdx
. =3yT—yPp —nxPp+ nxT + c. Quia vero, ex fu-
periori integratione habemus /3 Tdx=—=n»xP + nyP-+n»b,
- arit, eliminando/» T dx , ifta-@quatio naxP 4+ nyP 4+ »b
== 9T — yPp.— sxPp. + nxT + ¢, feuy
. nx(nP4+Pp—T)+c¢ A ¢ :
e nPe=TFphT 7 vel y =¥ +_—___T—-nP-—Pp‘

. %o'
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dP S
» P77’ atquey =
pd P = ¢ —————— N
¢ fﬁ—”P— PP)‘ - T—nP__‘P‘P T e e 0
dP

Ergo prodit tandem x = t/'( —

X

) T =
' EXEMPLUNM XI.

51, Invenire curvam , que, inter omnes alias intra eofdem termi-
205 contentds, & eundem formule {xdx v/ (14 pp) valorem cons
sinentes . habeas Ly dxy (1 +pp) maximum vel minimum.

- Exemplum hoc eft Cafus pracedentis, atque ex illo manat,
B — E < =
ponendo T'= «/ (14pp), ex quo erit ‘P _L—M(I+PP) R

& dP =..-———-4L.——;'z. " Porto . vero erit T —aP—Pp
(r4pp)” '

g = np

= J(iFr0) Ex his jam furrogatis, prodibit ¥ = |
dr . PR LIG L 352 In<
S a ¥ =y % I
tegratione autem per logarithmos inftituta fiet . . .
ne(pt+vV(x dppl)d—c _, ¢
(1 nn)(x—mnp) +(1+ nn )2
prb VGt un) oV Gpp)) o g g

nt(1—vyv(14n))(p+vV(1+pp))

. nctc(V(14pp)—nnp) . ne %
) = ‘('l-‘{-nn‘/(l—.—ufp)‘ ’ (Ii+n.n)‘{433
prr it y(rtun) (pty/(14pp))

At 1 —y(1dnn))(p+ vV (I+pp))
bus valoribus curva conffrui poterit per logarithmos. Genera-
liter autem , quamcunque T fun&ionem ipfius p denotet, conf-
tructio femper per quadraturas abfolvi poteft. Caterum hoc
Exemplum fine fubfidio przccdz:ntis multo difficilius folutu f}rif-

- £ 2 ’ ict;

o

— #b; ex qui-
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fer; non tam facile enim perfpicere licuiffet , quomodo zquas
tio inventa integrabilis redderetur quam in cafu generali,

ProPOSITIOY. PROBLEMA. -

s2. Inter omes curvas ad candem dfiifam = a relatas, qua
exndemn formale 1 — ([ Z7] dx valorem recipiamt; invenire eam ,
in qua fit {Z dx maximum vel minimum ; exiftemse L funiione fi-
wulipfins I, ita wt fs dZ—Ldn+ Mdx 4 Ndy + Pdp
+ Qdq+ &c. wtgue d[Z] =[M]1dz+ [N]dy+[P1dp
+[QJdq + &e.

SOLUTIO.

" Quoniam et d[ Z] == [M]dx+ [ N1dy+ [P1dp +
[ Q14 g + &c. erit formule /T Z] dx, qua hic quantitatem om-
nibus curvis communem reprafentat , valor differentialis —

nr.dx ([N] -———dg[-f-l + %E-?J——&c. ) > qui ex Cafu pri-
mo §. 7 Cap. praced. fequitur. At formula fZ4x», maximum
minimumve exprimens, quia Z involvit formulam integralem
n =T Z] 4%, pertinet ad Cafum fecundum loci citati : ejuf~
que adeo valor differentialis erit —=nr. dx(N4+[N]V—

J(P-s [P]V) -+ JJ(Q;I;EQIV) — &c.), denotante V' —

x
H — [Ldx, ubi H eft quantitas determinata, qua oritur fi in
integrali /Ldx ponatur x==4«. Atque, ob hanc ipfam quan-
titatem H, ifte valor differentialis a praferipta longitudine abf-
cifie x =4 pendet. Ex his igitur duobus valoribus differentia-
libus ambarum formularum propofitarum, quarum altera proprie-
tatem communem, altera maximum minimumve exponit , fe-
cundum regulam datam, mafcitur @quatio pro curva fequens :

o= Nj—24LE) p2adfl 0 N4 (NI

d I I dd -+ vV :
— (P;l; P V)+ (Qda.[-Q] )—-&C..quC,ObV=

H— .
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H—[Ldx, wanfic in hanc o =N+ (a+ H — fLdx[N]—

d(P+(at+H—[Ldx)[P]) , 44(Q+ (at- H—/Ldx)[Q]>
N dx dx*
— XE€.

Cum jam « fit quantitas conftans arbitraria; etiamfi B fit
quantitas conftans dererminata, tamen & 4~ H fiet quantitas ar-
bitraria: ideoque non amplius a definita abfcifle longitudine »
pendet. Quare fi,.loco « 4 H, fcribamus € , habebimus pro
curva quafita hanc ®quationem :
o==N+4(C—fLdx) [N} — LE+(C —;fodx)[P])
4 4d(e+(c dx,f“”) [Q1) __ &c. que ergo pro quacun-
que abfciffa exhibet Curvam, quz, inter omnes alias eundem
formule /[ Z] dx valorem recipientes , continebit formulz /Zdx

um minimumve valorem. Q. E. L

CororL L

" 3. Si igitur proprietas communis fuerit ea ipfa formula in-
tegralis , que in maximi minimive formula implicatur ; tum
confidcratio determinatz abfcifiz magnitudinis ex calculo egre-
ditur, & Curva inventa pro quavis abfciffa quafiro fatisfaciet.

CororerL IL

54. T hac zquatione inventa , duz adhuc inerunt formu-
l2 integrales; primo nempe formula /L dx, ac deinde formu-
la n=/72]dx, que cum ea in Z contineatur, inerit in quan-
titatibus L, M, N, P &c.

Cororr IIL

ss- Si igitur hxec integralia per differentiationem tollere lu-
beat; pervenietur ad differentialia binis gradibus altiora, fimu-
que cxibit conftans arbitraria C. Interim tamen numerus conf'-
Cc 3 - sans
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tantium arbitrariarum unitate minor erit quam gradus ifte diffe=
rentialium ; eo quod integrale n = /T Z] dx definitum obtine-
e debet valorem, eum ipfum fcilicet, quem in maximi minimi-
e formula /'Zd x habet.

CororLr1 IV.

46. Hinc igitur in 2quatione inventa , ob conftantem arbi-
trariam C, poteftate una plures inerunt conftantes, quam dif-
ferentialium gradus. indicat. Quarum una eo determinabitur ,
ut valor formule communis n = /T Z7]4d~ fiat pro curva in-
venta date magnitudinis ; reliquz vero per data pun&a vel tan-
gentium pofitionem datam determinabuntur.

CoroOLL. V.

57. Si Z fuerit-fun@io cum quantitatum x, 5, 9, 9, &c.
tum arcus curve s: atque inter omnes Curvas ifoperimetras
queratur €3, -in qua. fit /24 x maximum vel minimum ; tum fiet
n=s=/[2]dx & [Z] =V (1+pp), itaut fit [ M]

- — 4
=o0, [N] =0, & [PA]m:‘/—-————v—(lf!_")._.:

Corori VI

58. Hoc igitur cafu, fi fuerit d Z —Lds 4 Mdx 4+ Ndy
+ Pdp + Qd g+ &c. habebitur pro Curva que, inter omnes
ifoperimctras, habeat /Z4x maximum vel minimum , ifta zquatio :

N X gopy (C—[Ldx)p 449
o=—=N dxd(P-l— VCEIT)) )+dx‘ &e.

fou N— 4P ddQ__ (C—/Ldx)dp _____Lp
T e T,

Ve - 4+ N—55 4 258 — &, =/
‘ﬁ Y (142 fx dx" S .dx(l-.}-p;p)"‘

C o-
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Corort VIE ’

: . . e o P e <

59. Cum fit C quantitas arbitrariaj- in genere notari conve«

nit, quod fi pro C accipiatur ille formule /Ldx valor, quem

inducit fi ponatur x'=«, tum prodituram effe curvam-, qua in<

fer omnes omnino curvas eidem abfciffa2 ¥ == « refpondentes ,.
habeat valorem formule /'Z 4 ¥ maximum vel minimum,.

SCHOLTION L N

6o. Cafus Coroll. 6, quia is ab Auoribus potil.dum trac-
tari eft folitus,, peculiarem evolutionem meretur .ut ejus ope:
Problemata qua forte occurrere queant, facilius & expeditius-
refolvi poffint. Inter omnes igitur Curvas ifoperimetras; feu qua
eandem habeant longitudinem s==/4xy (14 pp) , quaratur’
ea, in qua fit /Z 4x maximum vel minimum, exiftente Z func-
tione cum quantitatum definitarum x, y, p, ¢ &c.- tum-arcus
curve s; itaut fit dZ=Lds+ Mdx+ Ndp -+ Pdp+ &c..
Pro. curva hac proprietate gaudente jam inventa eft hzc zquatio :.
1 C—fLdx)p __ wi AP, ddQ o (' .-
Pl s =N — 5+ ¥ — s ququi
dem, in hoc latiffimo fenfu nec integrari- nec ad fimpliciorem
formam fe reduci patitur.. At cafus notafle juvabit, quibus eam:
integrare licebit.. Ac primo quidem £i fic N'==o fponte pro~-
dit ifta pro curva xquatio:.
A (2P — p32L  gc jam femel ie-
grata.  Secundo ponamus effe M = 0; atque =quatio per
pdx=—24dy multi;)alicata abibit in hanc

(C—Ldx)p __ _wryee o P B4dQ o -
pa MEETD) == Ndy Pdpai-ﬂg‘ &c. ad
quam fi addatur Lds = Ldx ¥ (1+pp).—=dZ— Ndy—
Pdp — Qg &c.; integratione inftituta prodibit [ Ldxy/(1-+pp)
_-de.(c-—-f'bdx.)p-)__ Z P L Q 4 rdQ &c

T (ke T AT R R

: Prius.
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Prius vero membrum fi evolvatur, tranfitin /(L dx v/ (x + pp)
(C—fLdx)pdp _ Lppdx Ldx (C—/ Ldx)pdp

+(I+PP),':1 V(l"‘l’l’)) f< v (11 pp) +(I+.PP) ) '

cujus integrale. eft — %’E—}'-_%li%. Quare, cafu quo M=o,
babebitur ifta aquatio T~ =5% = A — z4 Pp+ Qg —

L“_Q. Sin autem tertio fuerit tam M=o quam N=—=o, ha-

bebitur pmnum, ob N==o0, hzc zquatxo A +£$'(';{:_‘ ;’;?

=-—P 4 —g, quz, multiplicata per dp == gdx, abit in

hancAdp+( C;/-('lru”)’d? — Pdp +Qdg. Cum au-

tem ftdZ—-de\/(x +,))+Pd)+Q_Jq, habebitur
JZ+AJ[—deV(x+”)+ dex’PdP = ¢d0)
+ Qdg; quz integrata dabit, Z+B+Ap+(C-—dex)

. __Qq—B—Ap—Z
At ex priore @quationc et € — fLdx =—=— 4yCitpp)

?
__ Py(1 +PP) ‘Mil!) ex quibus conjungen-

rd
dis CllCll’llt‘ Adx — Bd, — zJ’ — Pdx — Ppdy + Q.
+ppdQ — Q dp , in qua non amplius ineft formula inte-

%{ alis /L dx. Ufum igitur horum cafuum in Exemplis monftra-
tmus,

Exemerprux L

61. Inter ommes cmrvas iﬁprMa; definire cam o lim qua fit

{s " dx maxivmm vel minimam , denstante s arcwm carve abf
¢iffa X refpondermterm,
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-Quoniam proprietas communis longitudinem arcus s — f@x

- ¥ (1 + pp) relpicit, atque in maximi minimive formula
Wi ? dx ineft ipfe arcus, {olutio pertinebit ad Cafum in Scholio
pertraatum.  Comparata ergo formula /3" 4x cum generali
[Zdx, fiet Z=—= " & dZ=—=ns"" Yds hincque L —

»s" ' M=—o0o,N=—o0, P=—0&e. Quare ex Scholii
Cafuunltimo, quo pofueramus M=—o0 & N==o, habebitur

ifta zquatio Adx — Bdy = Zdy = s"dy, ex quaori-
tur Adx=dy (B + s" ) & A dx* + A dy* — A*ds*,

..'::d]z (A’+(B+:")’)idcoquca’y= A4ds -
: ' V (44 (B+5)Y)

”
atque dx = (B )‘:’i 5 unde Curve conftructio
V@ +B+s5) ) ;
perfici poterit. Vel pofito dy = pd x, erits” = '_’:‘P_‘i?’
atque s=— ¥ 482 . ex quo fiet ds=—dx v ( 14pp) =
: (te—n):n ‘ T
-— M(A-::f £ ))m Atque hinc per p coordinate
np .
curve x & y ita determinabuntur, ut fit ¥ = — -’ni.
fdp(A—BP)(x—"):,"&_,:__ ifdp(A—Bp)(“"‘)i'f_
SRRy 1 gpp) T (i)

Videntur hic quidem quatuor conftantes, dux fcilicet nova ,
prater A & B, ingredi, ob duplicem integrationem y & x.
A — B
At cum pofito x == o, fimul arcus curve s =y ——;——-f
evanefcere debeat ; hinc viciffim conftans in integratione ipfius x
orta definietur. Nimirum fi » fuerit numerus affirnativus, ar-

. Euteri De Max. ‘dr Mi». Dd cus

- -
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<cus s evaneflcit, pofito p — —g— ; ex quo valor ipfius » itxde-

terminari debet, ut'poﬁto p = %— fiat = o. »
Quod fi ponatur » = 1 ; habebitur ex priore conftrufio~

ne, flaim dx = 7 A{‘fl_"'(’g i",),_ 55 ideoque x ==y (A"
4+ B* 4+ 2Bs +s55) — v (A4* + B*), feu pofitec B==6,
&V(A*+ B )=c, erit x4 6=/ (¢* + 2654 s5).
Ex pofteriore autem conftruendi modo , oritur ¥ = —
o dp __AV(i+pp) , 4 —b)p —
TG ? + b feu (# )?

c

: i 4
¢y (14pp) ; hincque p= o= — 7. Quare cum

cdx

bty =/ e—ir—a
naria. "

; curva fatisfaciens erit Cate-

ExemrruMm IL

63, Inter ommes curvas ejufdems longitndinis , eam determina-
re, in qua fit {SAx maximum vel minimam ,. exiffense S functio-
ne quacsngue Arcus .

Quia proprietas communis arcu s =/fdx ¥ (r+4pp) con<
tinetur; folutio- ex Scholio peti poterit.  Scilicet: cum fit Z2==
§ = functioni ipfius s, erit Lds =4S, & M= N=P=Q
&c. == o.. Quare, per tertium Scholii Cafum, habebitur pre
curva quzfita ifta equatio Adx — Bdy = S8dy, & Adx—=
4y(B+S). Hinc ergo erit A*dx* + A*dy* = A'ds* =

YA+ B+ &y =/ g tagrny it autem

abfciffa x = /- 7 flf:(s; fh’ 775 unde curve conftru&io ab-
folvi poterit.. '
Ponamus efle S ==¢’;. pofitoque Wy == pdi, erit ‘i:_;‘.‘_’it

-yt
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—-,_{J.,)=(A-—Bp)dx\/"+ﬁf'\ ‘h‘incquc

I s
==, .&a ds=—

ry . . S 4
dx— — Adp & dy= —Addp
"(A—-Bp)pv(l+pp) Iy (A——;p)\/(rﬂ’p)
Bdy _ _—ap .
Componendo vero fiet dx — —= CEITIE & inte-

grando Ax—-—By.—_—_Az ‘+~/(PI + pp) +C, fen”

14y 4pp) (Adx—By—C): 4 _’-
?

Cum autem ,

fa80 s=o, evanelcere debeat x, atque ob — 5% 0,
fa&o s =0, fiat p= 2{-:_— ,» per integrationes efficiendum
eft, ut faGop= 24— fiat x =o.

Be1
EXEMPLUM III

6 3. Inter omnes curvas ejufdem loag:tudmu s determinare eam
in qua fis {sydx maximwm vel minimum , dewotanse s arcum
curve,

Solutio hl1jll$ Quzftionis iterum petenda eft ex Schoho, ent
namque Z =—=sy & dzZz=—= J:+:d;, ‘

_M=—0 & N=1, relique litterz P, Q , &c. evancfcent
" Cum igitur fit M ==o0, &afus Scholii fccundus hanc fuppedi-
—f ydx___ .
tab;; (clutxoncm( g JE17) Fsp)) A((_; y;f, dun:edmc vcrodpro-
. —_— —Jjyax ' —|ydx)ap Jprax
d;t sdx=—4d. CEYDE (x+pp)‘:z ‘I<I+PP)

Quare, cum fit C—fydx =AYV (1 +pp) — V(1 +pp),
erit sdx == Ad'—*’;’_‘ffprj’d’ feu sdx+4spdy+ysdp+
ydy==Adp. Sin autem lubuerit arcum s eliminare , habebitur
ex bmxs aquationibus 3 §== %— — (.%:—ﬂl-’i) —-(El‘_ﬁd_”_)_‘i’!
o ) T )t

Dd s

-~
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____z___.-" . M Adx y’dx — _ .
—' V(;+pr)’ bmc‘l:‘ 5 T Tagyy =CC—/rdxy
¢ (,+,:,)*" + 57t a77y) 1o veoque auem cafi diff-
cile eft .ad ®quationem ad curvam conftruendum accommoda-
tam pertingere,

Ex.nurnu_u IV.

" 64. Lnter omnes cnrvas candem ream == {y dx continentes

‘ (
definire cam , in qua fit { dxy 551 +p _p) maximum vel minimum,

Si hanc Quixftionem cum Solutione generali comparemus. ,
habebimus /T Z]dx=/ydx; hincque [2]=9y, & [N]=1;
reliquis litteris [MJ [P [ Q], &c;/cvancfcentibus-. Porro erit

— v +rp) — . 4nV(1+4pp) pdp _
=Tk dz, B T wotm
unde erit L == —'ﬂll%-'&)) M=—=o,N=o0, &P=

P i1oci : 3
XEE TT) Quocirca pro- curva. quafita féqugns emerget:
xquatio: Ve )

Y, dxyf/(14pp) 1
o =C+ /[T — o 4 Ty
Muldplicetur hz)c ®quatio per dy ==p dx, erit o = Cdy
dx (1 . .
+dyf ""L‘;i!‘am —2 FT(‘{#?T) » qua integrata dabit :.

o==B+Cy4p =ik rr)  pdniV(iipe) .

44 pdp —_— . 2rdxV(14pp)
eI TISE ST B+ Cy+41* — 5

—p———— ——2—2——— M : . - . -'
nv(1+pg)+ ra— Hu;c ::aqucnﬁamobuncbx‘
mus equationiem o==B+Cy+y/ = ,;:l-m'i"nvu-t-f w°
aqua fi_prior per y multiplicata fubtrabatur, ecrit. |

o ===
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o=B 4+ — 21— + -7 d
¢ =—=Bdx+

—_r feu
n V(l‘+n)’{u

x . »dp __ypdx

3 @ : ¥

I.IV(I +P4') (1 pp)? fI(V(l-}:'pp)
ex qua zquatione fi denuo m== /) dx exterminare velimus ,.
prodiret 2quatio differentialis tertii ordinis , ex qua multo mi.
mus quicquam ad Curvam cognofcendam deduci poflet..

r

SCHOLION .1-'1:.'

65. Qnanquam, in hac Propofitione pofuimus [ Z] efle func-
tionem determinatam quantitatum ¥, y, 2, 9, &c. tamen Me--
thodus folvendi patet, fi hec ipfa quantitas [ 2] fuerit funtios
indefinita formulas integrales in fe comple&tens. Ponamus enim.
in formula m=/T Z]dx, que omnibus curvis debet effe
communis , efle : : - :
d[Z]=[L])dr+ [M]dx+ [N+ [Pldp+[Q])dg + &c..
‘ exiftente » = [[z]dx, & 4
dlz) =[m]dx+[n»]dy+[pldp+ [9]dg+ &

aximum minimumve autem eflc oportere formulam [Z4x,
exiftente ; dZ = Ldo + Mdx + Ndy + Pdp + &c.
Jam formula /[ Z]4x continetur in Cafu fecundo §. 7 Cap..
przc: inde ergo fi capiatur integrale /T L ]4x ejulque valor refe
pondens abfciffe x=—=4, ad quam.felutio debet accommoda-
ri, ponatur = [H7], atque [H]— f[L]ldx=[V]; ha-
bebitur formule /[ Z2]4x valor diffcrentialis = n».dx ([ NJ
) p LIV ' A : ;

— &c. ) Deinde wero maximi minimive formula /Z 4x con--
tinetur in Cafu tertio loci citati; ad ejulque valorem differentia-
lem inveniendum , ponatur formule f Ld¥ valor abfciffe x =«
refpondens = H, ac H— fLdx =V. Jam capiatur integrale-
SIL1Vdx = Hf{Lldx — [[L)dx fLdx fitque, pofito:
x=—u, valor formule f[L]dx/Ldx ==K, eodem autem.
cafu formule /TL]dx valor eft =[H] , ex quo formula
; o Rd oz o STE3;
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STLYVdx,calu x = 4, valor erit = H[ H] — K, & vocetur

H{H)—K— H/TL]dx+/TL]dx fLdx — W, ita ut.

it W=H[V]— K+ f(L]dx[Ldx, eritqu¢ formule

propofite /Zdx valor differentialis =—=n . dx (N+[N]V +

[”]W_J-(P-!-[P} r+(pl W) dl(Qj-Ig] V+{q] W)
. x x

— &c. ). Quod fi jam ad hunc valorem differentialem adda-
tur przcedens per quantitatem conftantem arbitrariam « multi-
plicatus , fummaque ponatur = o, prodibit xquatio pro cur-
va quafita hxc :

) §

o=N+[N](e+V)+[#]([V]+ W) — .

d(P+[PI(«+V)+[21(« V14 W) + 35

dd(Q+[Q1(a+V)+[¢]1(eV]+ W) — &e. Et
vero hic @« 4 ¥ == « 4+ H— fL dx; unde fi ponatur « 4 H
= C, erit C conftans arbitraria, & « +V =C — L dx,
atque « (V] +W=C[H]— K— CfTL}dx+/TL)dx
SLdx. Hoc igitur pa&o, pervenietur ad curvam quzfitam ,
in cujus zquatione, quia ob [H] & K adhuc ineft conftans da-
ta 4, ea quafito fatisfaciet tantum pro propofita abfciffa x —=a.
Quod fi autem formularum ambarum altera ad Cafum 4, al-
. tera ad Cafum 5 pertineat, tum iterum confideratio date abf-
cifle 4 ¢x calculo egreditur , eademque curva-pro omni abfciffa
{atisfaciet , id quod unico fequenti Exemplo declaraffe fuffi-

ciet.

ExemMmprruMm V.

66. Inter omnes curvas cidem abfiiffa refpondentes, gua eundem
formsle N valorem recipiumt ; imvenire eam , in qua fit { ‘1"—"-/-';-;-‘:—3-’)
maximum vel minimum, exiffente dv =—=gdx+ W dxy (1 +pp)
& W funitione guacungsue ipfius v.

Solutio hujus Quaftionis exhibebit curvam fuper qua corpus
: ) defcen-
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defcendens a gravitate uniformi ¢ deorfum, in.dire&tione abfcif-
farum folliciratum in medio quocunque refiftente celerrime de-
. l]abitur , inter omnes alias curvas fupe: quibus defcendendo
eandem acquirit celeritatem, Eft enim v v celeritas corporis-,
in quocunque curve punto , & J¥ exprimit refiftentiam medii.
Quod nunc pnmum ad preprictatem communem v ==
SAdx(@+W V(1 +pp)); ponamus efle I/ =Ud v, arque
hzc formula ad Cafum quartum pertinebit; erit namque n ==
&z=g+ Wy (1 +lf),acdz___ Udv ¥ (1 +pp2)
+ ',—(”1{{_!;?) 5 unde erit L= Uy(1 + ), M=o, N=o,

& P=— ”—:V_l{—-j Sumatur ergo integrale /'Udx /(1 +fp‘ :

fitque, cafu quo x == ponitur JUAdxV (x+pp)

ac ponatr V' = He —/Udwv(1tp2) Ex his erit formu-

Iz v valor differentialis == nr, dx (—- -;;_ d. -‘,—(-:z-_lf_%) )

S wv e ,
= nr. d. TI'*‘_-;PL-) P orro .- maximit mlﬂlml"ﬁ formula:
S dx ¢ i/l +pp) pertinebit. ad- €afum quimam’, eritque z =

ver+pp) — e vV pp) L 2dp :
Vo2 &z =: avys . T VvCitrp). !

idcoquc n=w, &L::——-V(;v-:zp) M—'o N——o,.
&P‘_Vm Deinde vero, ob.-v.=— fdx*(g

WV(I+PP>):¢“‘[Z]==£+WV(I +pp)&d[ Z]=
Udvy/(14pp) + 7-(—114—_,};0,11:1& [L1=Uy (1+pp),.

[M]=o0,[N]}==0; &[P]= 7(—1—_!{——-) -Ponatur., .fi’

P°ﬁmtcg_ratxonem ﬂat /U ey (1120) 245 I\/ vg@

ﬁtqm.x
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——JUdxy (1 . dxy

feqee V(1+2p) (K+ fer v (I+PP)‘1_"_;%'%&)) — T
:atque erit formulze / dx ¢ ( \/Iv+ 22 ) valot differentialis =

1 p - WTr__ N S
- d (Ao T = " wa

: w TP . . * . o qe . .
S G ETT) ). Ex his duobus valoribus differentialibus inventis

nafcitur pro :urva quzfita :q::nsxquatio ,o—uad. V-C?_’é%;)
+df 5O + Vit +”)),&mtegrando,B _Vv(‘+L—PP)

y Wr(aV 4 T) e Udx V(1 +rp)
G M T
. x .
(a H+ K+ [ ot fl-’f—‘i-'-iﬂ)). Quod fi ergo

R 29V .
ponatur « H+ K == C, erit C conftans arbitraria , atque quari-
titas definita « omnino ex @quatione evanefcet ; ideoque cur-
va quafita defideratam proprietatem pro quavis abfciffa poffi-
“debit. Pro curva quafita habebitur erge ifta zquatio : "
erdxv’(l+.n)~(B¢(,+ _ t

[Udx V(1tpp) e — =
‘ x V(1 :  o— .
/e ey di‘f%j‘_&),& differentiando -——,71-:-'&—5
‘BUJ'U\’(I-}—pp) 21'. Uvd'v dv Bl}f?x(gj‘ﬁ)
T T W + v 2wove T —_77__&
Udx/(v4pp)__dxV :’+ ?) y i
—_— o ESS _——év—:,;a—— Cum autem fit dv
=—=gdx+ Wdxy/{(1+)pp), habebimus faQa fubftitutione,
. . __Bdp . gdx Udxs _
hanc @quationem W ) 2—%,—”—;,—;, + ‘-{-W—.—‘,;

£ BUdx V(1+4pp) aBWdp __gWptdx
) e v(i+4p)  vvVw
g—f,%—‘-’—’f —22BUpdxy (1.4 pp). Multiplicetur hxczqua-
tio per dw, & in primo termino loco v feribatur gﬁ; ;l-
X

, five iftam

\ /
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Widx V(1+pp), ac dW loco Udv; quo faGto, habebitur

. . 22Bdp ‘ — tdv
. ifta zquatio WW1+PP)+2BJ’ ——'%%—7—;. =
2eppdW__2gBpd WYL PP); que divifa perpt fie in-
tegralis ; eritque quatio integrata hzc, 2 O —; 2B

»
2gBV(14pp) . 28 gy £BYCEm—g

I

7y Vo Cp/v—2EBVv
Jd:‘,—z—‘g_’%; 5 Unde nalcitur zquatio a reliftentia ¥ libera

bz, (c,—B)du———gC'fdxﬂBn“x"'L“‘ML'F, ‘

Cum autem W fit fun@io ipfius v data, ope zquationis #¥yv

— &B Vv(éP-ZPB)"';l_z, dabitur p per v; qui valor fin

'A precedente zquatione fubftituatur , dabicur dx per v & dv;
hincque curva quafita poterit conftrui, ‘

ProPoOsITIO VI PROBLEMA.

67. Inter omnes curvas propriesate commanwi A praditas , de-
serminare cams, in gua fis funllio quasanquc , cxm ipfins illins exprefs
Jionis A, tam alins cujufcungue B , maximum vel minimum.

S eL vrito.

Sit d Avalor differentialis expreffionis A, atque 4B valor difs
ferentialis expreffionis B ; habebit fun&ionis illius ipfarum A & -
B, quam maximum minimumve effe oportet, valor differentialis
hujufmodi formam ad.4 4 ¢4 B; in qua conflanres « & G a
ratione compofitionis qua exprefliones 4 & B in illa fun&tione
inter fe permifcentur pendent ; ita ut valores obtincant deter-
minatos ab abfciflz quantitate , cui folutionem accomodatam
effe oportet pendentes. Quoniam vero expreflionis A, qua
proprictatem communem comple®itur, valor differentialis eft

Euleri de Max. & Min. E ¢ d 4;
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4 4; hujus multiplum quodcunque y 4.4 addatur ad valorent
differentialem ad A + €4 B expreflionis , qua maximum mini<
mumve efle debet, ac fumma ( 2+ y ) 44 + 64 B nihilo 2qua.’
lis pofita dabit ®quationem pro curva quafita. Habebitur igi-
tur ifta zquatio (e +y)4d A +64dB =o, feu (a+y) YdA
+6JddB —o; inqua, etiamfi « & € {int quantitates conftan..
tes determinatz , tamen, ob y & & quantitates conftantes ar-
bitra ias, coefficientes valorum d.4& 4B, qui funt (a4 y)d
& ¢4 evadent conftantes arbitrariz magnitudinis. Harum igi- .
tur loco fi fcribantur littere £ & », habebitur pro curva quefi-
ta ifta ®quatio £4A4 +9dB = o. Quo-circa ad Problema
folvendum, expreffionum 4 & B, ‘quarum altera proprietatem
communem continet , wriufque autem fun&io quazcunque ma-
ximum minimumve effe dcbet, fingulatim- valores differentiales
d A & d B capi oportet, eofque, per quantitates conftantes ar-
bitrarias , quafque multiplicatos nihilo @quales poni, quo pa‘to
refultabit ifta 2quatio £4 A4 4+ nd B=—o0, que naturam curva
quafitz exprimet. Q. E. L

CoroLr1L L

68. Natura igitur curve fatisfacientis tantum ab expreffioni-
bus 4 & B pendet; neque ratio funionis ipfarum 4 & B, qua
maximum minimumve effe dcbet, ullo modo in computo ma~
net ; fed quacunque fic funétio , eadem folutio prodibit..

Corort IL

69. Quzcunque itaque ipfarum A & B fun&io, inter ome
nes curvas eademn proprietate A gaudentes, debeat effe maxi-
mum vel minimum ; folutio perinde fe habebit, ac fi, inter
omnes curvas cadem communi proprietate A4 gaudentes, ez re~
quiratur, in qua expreffio altera B maximum minimumve obti-
peat valorem.. '

Co-



MAX ET MIN. RELATIV A 113
' COR.OLL. I11

70. Quod fi ergo exprefliones 4 & B ejufmodi fuerint for-
mu'r , quarum valores differentiales 4.4 & 4B non pendeant a
magnitudine abfcifle » cui refpondent ; quod evenit, fi ille
formule pertineant ad Cafum vel primum vel quartum, fecun- .
dum noftram enumerationem Capite przcedente §. 7 fattam ,
tum curva inventa pro quacunque abiciffa zque fatistaciet. .

CororLL IV,

=1. Eadem Solutio locum habebit fi, inter omnes curvas
%uarum communis fit proprietas fun¢tio quacunque ipfarom A &

»*€a requiratur in qua alia quapiam earundem A4 & B func-
tio fit maximum vel minimum. Hoc enim quoque cafu perve-
nitur ad 2quationem £4 A+ ndB=0o, in qua$ & » fint quan-
titates conftantes ad arbitrium accipiende. ‘

"ExeMmrrum L

72. Inmter ompes curvas a M b cum axe AB. eandem aream Fig. ze.
fyydx o

{y dx consinentes , invenire eam in gua fit Tydx minimum.

Quaftio hzc initur, fi inter omnes areas zquales qua intra
ordinatas extremas Aa & Bb atque bafi A B formari poffunt,
defidereturéa, qua habeat fuum centrum gravitatis in loco infi
mo pefitum. Sumpta enim curva quacunque aMb, pofitilque
ablciffa AP==x, applicata PM =}, erit portionis a AP M

» L . — rv .q d x .
centrum gravitatis a bafi AP remotum intervallo = YO r

quod adco- fiet minimum , fi reddatur hec cxpicmo ff’,’ J‘i"
'minima, Habemus -ergo binas has formulas /ydx & [rydx,

qﬂarumavalorcs differentiales funt #y. 2. 1 & mydx 3y, ex
Ee 2 qui-
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quibus pro curva quefica ifta colligitur ®quatio £ + 2 4 y==0o';
feu y =c¢. Queftioni igitur fatisfacit linca re@®a aC bafi AB
parallela feu horizontalis, atque parallelogrammum re&tangulum
A 2CB, prz omnibus aliis figuris ut AabB ejufdem arex, hac
gaudebit prerogativa, ut ejus centrum graviratis ad bafin A B
proxime accedas. Quod i ergo« A B¢ concipiatur tanquam vas
aqua repletum, i fuprema aquz fuperficies «C fefe ad fium
horizontalem compofuerit, tum aqua habebit fuum centrum
vitatis profundius fitum, quam G ejus fuprema fuperficies alium
quemcunque fitum. teneret..

ExemMmrrum IL

73. Inter omses. curvas ejufdem bongitudinis D-ADy, iwvenire
cam qua babeas fuum. gravitasis centrum quam profundiffime fisum,

. f)&(}!b”(l‘ﬁ-lp_) . .
[on.in gua fit. ~a i Tt pp) "mimam.

Jam. intelligitur Solutio hujus Quaftionis datura effe curvam:

Catenariam ; namque fecundum leges Staticas catena ex punéis.

D & D fufpenfa ejufmodi induet figuram ut ejus centrum: gra-
vitatis maxime defcendat, Quamobrem inter omnes figuras ,
quas. catena. inducere poteft, qua quidem omnes. ejufdesa funt

longitudinis , curva Catenaria orietur, fi- quaratur ea, in qua fit:

ﬁi ”\[‘/((:' _':_"; ;g minimum;. quippe qua expreffio dat diftantiam.
centri gravitatis G.ab abfciffarum. initio A. Cum igitur habean-
tur binz ifte formule fdxv (142p), & fxdxy (1 4pp) s
quarantur earum. valores differentiales ; qui erunt,, primee =—=—

g : H — 2
” Ve, d_- m‘%;‘) 2 & altﬂ'lﬂs — %Y, ‘ 4( 1 *PP 9 [+ &
quibus nafcitur pro. curva quefita ifta zquatio ¢ 4. '

——-—z——-
v(l-l;n)‘
. " . xp — ‘g -




MAX ET MIN RELATIV A 221
feu x—e== 2V (1F2p) = _———2%4r e
+‘, feu == ? 3§ jx‘—”‘/<l+,ﬂ9)‘ Hinc
ergo fiet y=/pdx l.fp Vi ¥77)’ ex quibus qua
tionibus curva conftruetur, eritque curva longitudo @xy/(1 +27)
= =—;—+ Conff. — —}‘1- <+ £ Hinc alia Conftrucio, defi-
niendis x & y per « formari poterit: erit ncfnpe = ;—-é_:aj
&, fi initium capiatur in A, ubi fit p=os , ponendum ecit
=0, ita ut fit ,—_:.%; unde fit V(14-pp) = Yﬂi’i'_’_f.)i
—_ —behﬁ’) : o Sds
‘& dey/(rkppl=—=di= P hmcquedx_wm ”
& x=y/(bb+1s) —b. Porro erit dy —=pdx = 44+

; Vb +ss)
atque y==4/ HN(I; bt ss), Aquatio autem inter coor-

dinatas orthogonales x & »y deducetur ex ®zquatione x — ¢ ==
l_'_g/_(__l_p-j—_ﬂ_)_ ; quaz fi defideretur fuper axe AP, qui eft dia-
meter, & pro initio abfciffarum in A fuipto:, ubi eft p = oo ,,
poni oportet ¢ == — &; eritque (x+b)p=by (14pp) ..
hincque (x4 )tfP‘= bh+-bbpp, & p= e x_:_ 25 ideo-
que dy == m-l;—d_x?g;) > que eft mquatio- pro Catenaria

nota.. .
Exsmrzxun IIL
74. Dnter- ommes curvas ejufdéim lomgiiudinis , diterminare eam:
. fSxdxy (14 pp) _.... L .
o gua fis "o ¥ (i pp). Minimam; denntamte S. functionens
guamcnngue arcas cusrve s=={dx ¥'(x 4+pp)..

In hoc Exemplo continetur inventio curva Catenariz , i o
tena-non fuerit ubique uniformiter craffa, fed cujus craffities ar~-
) Ee 3 cuii
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cei s refpondens et ut § fun@tio ipfius s. Tum enim exprimet
[Sdxy (14pp) hujus catenz pondus, & ij;j:v%t—l-t;:;
alticndinem centri gravitatis fupra abfciffarum initium; que effe
dcbet minima. Principio quidem hic cafus in Problemate pre-
cedente non contineri videtur, quia formula arcum exprimens ip-
fa fdxy (1 +pp) non ineft in maximi minimive expreffione
fj Ss‘d'i’i/‘?{?'—_l_t ;5—2 , quippe qua cf} fun®io duarum aliarum for-
mularum integralium, At cum fic S fun&io arcus curva s, at-
que ds=dxy (1 4pp), erit [S§dx V(1+pp) =/8ds,
. . . C[SxdxV(1<+pp) _.
ndcoc.]uc functio ipfius s: ex quo expreflio TS dxy (i ppr it
funéiio formularum fdx v (14-pp) & [Sxdxv (14 pp), qua-
rum illa proprietatem communem continet. Idem igitur eft ac
fi querere deberemus inter omnes curvas que longas eam in
qua fit [Sxdxy (1+4pp) minimam. Cum jam § fit fun&io
iplius s=/dx vV (14pp), pertinebit hzc Quxftio ad Propo-
fitionem precedentem , eumque cafuin qui §. 6o eft pertratatus.
Scilicet erit Z===8x vV (14pp); unde , fi ponamus 4§ ==
Tds, et dZ=xTdsy(1+pp)+ SdxvV (1 +pp) +
"Svodx -, :

Vit aut it L=xTV(1+pp); M =258V(1+pp),

N=0o&P= %ﬁ?pj Jam ob N =0, obrinemus ex
eodem loco citato ftatim” hanc zquationem . . .. . . ..

ApC—[xTdxy(1+pp))p__ —Sxp (. AV +pp)
- v(14pp) v (14pp) ?

. +C—fxTdx (1 +pp)+ Sx ==0. Atelt Tdxv(1+pp)
==Tds=4§; unde habetur 2VLEEL) 4 € 4 55 —

f%d8==0, ubi 4 & C funt quantitates arbitrariz, Differentie-

FiGEm ¥ Sdr=o. B

54:V(x+ﬁ)=+%i—§ﬁSJ:. Quate cum fit - § funcio
- : ‘ ipfius

tur hzc xquatio, fictque



MAX. ET MIN ZXELATIV A4 2%
ipfius s, integretur Sds,- eritque integrale, quod fit==R, pon-
dus catenx longitudini s refpondens. Fiet ergo integrando —

== R+ C; &, i initium curve capere placeat in loco A, ubi
c

curve tangens eft horizontalis; erit €= o, atque p == .
- : "R
Hinc ergo porro erit vV (142 ) = V(ee _‘11 RR) :2‘%'5 .
. . Rds . eds L
ideoque dx = N T atque dy = VT R » €X qui-:

bus zquationibus curva ita poterit conftrui, ur ftatim ad quam-
vis catenz longitudinem ram abfciffa quam applicata refpon~
dens definiatur. - Manifeftum autem eft cafu quo R ===+, hoc
eft quo catena ponitur uniformis craffitiei, tum prodire Carena~
riam curvam ordinariam.

SCHOLION.

75. Nifi hujus Exempli convenientia, tam cum ifta Propo-~
fitione quam. cum prcedente, effet obfervata, tum Solutio qui-
dem per regulam generalem abfolvi potuiffet : verum tamen
multo prolixior evafiffer. Quo-autem nihilominus Methodi ge-
neralis ufus clarius ob oculos -penatur , idem hoc Exemplum:
fecundum generalia pracepra refolvere vifum ¢ft. Quaratur igi-
(Ut inter omnes curvas ejuldem longitudinis s ==/fdxv/(x +2p),.

~ s b S Sxdx/ (14 pp) -

ca quz habeat valorem expreffionis hujus 75dxy CiF p7)
maximum vel minimum; exiftente § funCtione quacunque arcus.
curve s Et quoniam nondum fufpicari licet confiderationent
_data abfciffe , 2~ qua valor differentialis expreffionis ff"—_‘Wl—p pp)v
pendet , ex calculo efle egreffuram; ponamus huic Quaftioni.
tantum pro data abfciffe longitudine x =« fatisfierl oportere..
Ab hac longitudine quidem formule communem proprietarem
continentis [dxy (1+p2) valor differentialis non pendet ,.
; quippe:
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. . R p L Te s L
quippe qui conftanter eft ==— a». 4. J(ipp) ¥ mm

ximi minimive cxprcﬁionc{/‘.gsxj: V‘/((l ":;:P)) ponamus , cafu

quo x =a, fore [SxdxV(1+pp)=A&/Sdx vV (1 +pp)

== B: illius vero numeratoris f3x dx v ( 1+ pp) valorem dif-

ferentialem effe = 44, denominatoris vero /S dx v (v +pp)

valorem differentialem effe =4 B. Hinc igitur maximi mini-

mive cxpreflionis, qnz, cafu x =4, fii== -% » valor differen-

BdA— AdB
BB

communis valoris differentialis — »7. 4. mzqualispo- :

tialis erit — » qui multiplo cuicunque formule

fitus dahit zquationem pro curva quafita. Jam ad valores dif-
ferentiales & 4 & 4 B inveniendos, confideremus primum formu-
lam /Sdxv (14pp), que fecundum enumerationem §. ¢
Cap. prxced. fatam, pertinet ad Cafum fecundum : quo erit
Z=3Sy(14pp), & pofito dS§==Tds, erit d2 =
’ Spdpy
| Tds /(1 +,,)+V(l T
L=Ty(14pp), M=o, N=0, &P=;7—(TS_%_—';;—)- :
tum vero ob n==s==/dx v/ (14pp), erit [ Z2]= vV (14pp)
& [M]"—-—'O, [N]"—-—"O,‘ & [P]: V—(—!l_;_—’—'-). Jam fu: )
mawur integrale [Ldx = fTdx /(1 +pp) = [Tds=1$§,
cujus valor , cafu x=4a, fiat = G, eritque V=G — §.
‘Quamobrem habebitur formule /Sdxy ( 14-pp) valor differentialis
B Sp KG—8\___ Gy
B=—md ey F S = " Jan
Altera porro formula /Sxdxv/ (14pp ) pariter in codem Ca-
fu fecundo comprehenditur , eritque Z=—=25§x vV (14pp) &

AZ=TxdsVCr+pp) + Sdxy (14 pp) + soE s
ande fit n==v; L=Txy (14pp)i M==SV/(14pp)i

=9

Comparatione ergo fa&ta, eritom==s;

\
P ]

-



-
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N=—o & P—_5%P__ Deinde, ob i1 =s=/dxy'(14p),

. v(i+re) |
erit,utante, [Z]= V (14pp), [M]=0,[N]=0o,
& [Pl= \/—('T!-l'—'}'}:—) Nunc fumatur integrale fL 4 x ==
STxdxy/(14pp) =T xds=[%dS, cujus valor, pofi-
to x =g, fit = H; erit V= H-— (xdS§, hincque prodi-

bit .iftius formule valor differentialis d 4 — . .. . ...
—md Sxb 2 (H—fxdS)y pCHA-/Sdx) 1.
mdC =) )= T T Y Frp) -In

' ventis ergo valoribus 44 & 4 B, zquatio pro curva quafita erit

2 p___ Gp p(H[Sdx)
B d’\/(x+m ] cAd. \/(r+pp)+wd' VO °
& integrando e B»—CAGp4+GCBHp4CBp/Sdx —C; in

\ v(i4rp) o
qua s, ¢, & C funt conflantes arbitrarie, & G & H conftan-

tes determinatz. Quod fi ergo ponatur “icg + “%—;+H =58

C£B ==, erunt é & ¢ conftantes arbitrarizz , atque conftantes:

determinatz G & H a definito abfciffz valore » ==« penden-
tes omnino ex aquatione evanefcent; ita ut Curva inventa pro
quavis abfciffa gavifura fit defiderata proprictate: cjulque zqua- -
e . __brtp/Sdx /(1) __ .

tio erit hec ¢ = V(itrp) feu = b+ /8dx;

T . v O €4
qua differentiata jablt Sdx PP_—L\/(I et feu Sdxy/(1+pp)
cap

= §ds=—=— ST Ponatur, ut fupra, [§ds= R, itaut R

’ . . e . [
pondus longitudinis catenz s reprefentet , erit R = — -+ Confl.

qua cft ipfa zquatio, quam pracedenti Methodo elicuimus. Ex
hac itaque folutione intelligitur, quemadmodum per Methodum
generalem hujufmodi Quaftiones refolvi poffint, fi proprictas
communis non ingrediatur in maximi minimive expreflionem ;
quod ut clarius intelligatur ubum adhuc hujufmodi Exemplum
appofuiffe fufficiet. ' :

Eoleri de Max. ¢ Min. . Ff EXEM.



' ExegmMmrrun V.

Tg1s  76. Inter ommes curvas ejufdem longitudinis D AD date dbfeife
Je¢ AC=a refpondenses , cam definire que comprehendas’ aream
DAD, cujus centrum gravitatis G fis wvel altifime vel profundif-
, . o Tyxdx . ..

[ime pofisum , [en in qua fit Ty ax, maximum vel msinimum. .
Proprietas igitur communis eft /7 xy (14 pp), cujusva
lor differentialis cuicunque abfciffe x refpondens eft —= —
»y.d. V_(T-I;—:;ﬁ‘* Maximi autem minimive exycﬂionis%%
valor diffetentialis pendebit a prafcripta abfciffz. longitudine
x==4; qui ut inveniatur; cafu quo x =« , fiar fyxdx—A4A4,
hujufque formulz valor differentialis fit =— 4.4, qui per Regu-
las fupra datas invenitur = »,. dx. x==1#. xdx. Porro, co-
dem cafu x== 4, abeat altera formula /ydx in B. fitque cjus
valor differentialis = 4'B, qui per Regulas datas reperitur
==ardx;iaut fitdAd==nr.xdx X dB==mnr.dx. Ex

_ . his, maximi minimive expreiﬁonisfy&d‘lf » que, cafu x=u«,

/
abit in % , valor differentialis erit— 344 — 448 __

BB
e ( Bxd’;;—dh) > qui multiplo wvaloris differentialis ——

»y. d. W’;Fm’ qui ex proprietate communi prodiit, zqua=

. o . . * __f—-
lis poﬁt:s dabit ;;ro curva quefitaiftam zquationem = 4. pycuims)
— Bi—fﬁ—éd-—”. Sit % ==4, erit/ quantitas conftans de-

terminata > quam przbet fonnula%—’fff 'y fi ponatur x =y >
& « B ponatur == cc, erit ¢¢ quantitas arbitraria. Hinc ha

bitur ifta 1 i0 ¢¢d, oL == xdx — hdx
| bebitur ifta pro curva zquatio ¢ 4. IGEm x¥d% - >
qua
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quz integrata dat _-F%P-; ==xx— 2hx+ bb;ergo 4c'pp

- bb
=(xx-—25x+“) (x+m » dquep== 27 <,:f.’235+w>

dy .. oo xx—2bhx<4bb)dx .
= 7 Quocirca erit y == V(i#‘—_-(xx: rEaTyaE ubi
conftantem 44, pro arbitrio, five affirmativam, five negativam
accipere licet. {:Izc autem curva Quaftioni fatisfacit tantum
cafu, quo x ==4«; atque ut fatisfaciat licter= 4 is tribui debet va-

lor quem, cafu ¥ =4, recipiet expreffio ffy I X quo valog

4 determinabitur. Caetcmm notari convenit hanc curvam cﬂ'e

eam qux vulgo fub nomine Elafticx eft cognita.

CAPUT VL
Methodus , inter omnes curvas pluribus propriesasi-

bus communibus gaudentes s cam detorminandi
qus maxims minsmive proprictate [it predits.

Prorositio I. THEOREMA.

1. C Urva , gua inter ommes ommine curvas habes expreffionem

a A + CB maximum vel minimum, eadem fimul ita erit
comparata , ut imter omnes cadem propricsase A praditas contimeas
valorem formule B maximum vel minimum.

DEMONSTRATIO.

Ponamus inventam effe curvam, in qua inter omnes alias ei-
dem abfciffz refpondentes valor expreffionis « 4 4 € B fit ma-
ximus ; quod enim de maximo demonftrabitur , idem mutatis
mutandis de minimo valebit. Denotant autem litter2 4 & B
hic nobis’ ejufmodi formulz vel expreffiones indeterminata.’ in
quas Quaftio de maximis & minimis fgadcrc queat ; tum verg

2
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= & G funt quantitates conftantes quzcunque. Defignemus jam
iftam curvam , in qua fit « A + ¢B maximum, littera Q, quo
eam facilius fine molefta verborum defcriptione indicare quea-
mus; Nunc concipiatur alia quaecunque curva R eidem abicifle
refpondens, que recipiat formulz 4 eundem valorem , quem
tenet curva Q: in hac igitur curva R expreffio 2 4 4 6B mi-
norem occupabit valorem, quam in curva Q; eo quod in cur-
va Q expreflio « 4 + CB omnium maximum valorem fortitur.
Quare cum in curvis Q & R expreffio A eundem obtineat va-
lorem, atque in Q expreflio « 4 4 € B major fit quam in curva
R; fequitur in curva Q_ valorem expreflionis B majorem effe
debere quam in curva R. Cum igitur R curvam quamcunque
denotet, quz cum Q communem valorem formule A recipiat ;
manifeftum eft inter omnes has curvas R curvam Q effe illam,
in qua formula B maximum habeat valorem. Ex quibus con-
- ficitur, eam curvam, quz inter omnes omnino curvas habeat
expreflionis « A 4 € B valorem maximum vel minimum, ean-
dem curvam fimul ita effe comparatam, ut inter omnes alias
curvas fecum cadem communi proprictate A gaudentes poffi-
deat maximum minimumve valorem expreffionis B. Quanquam
enim Demonftratio tantam ad maximum eft adornata , tamen
cadem, translatis verbis , ad minimum accommodabitur. Q,

CororL L

2. Viciffim itaque intelligitur, fi curva debeat inveftigari ;
qua inter omnes alias eadem communi proprictate A praditas
expreflionem B fic habitura maximum vel minimum; tum qua-
fito fatisfieri, fi abfolute inter omnes curvas ea definiatur,in qua
fit «.A 4 ¢B maximum vel minimum.

Corori IL

| 3. In folutionem igitur hujufimodi Problematum binz nova
ingrediuntur conftantes arbitrariz » & ¢, qua in ipfis cxprcnﬁm
’ ) . . . - I.IS_
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nibus 4 & B non inerant: hz autem unius dumtaxat conftantis
vicem fuftinebunt ; quia earum ratio tantum in computum ve-
nito , :

.Cororvrti IIL

4. Quod fi ergo, inter omnes curvas eadem communi pro-
prietate A gaudentes, eam definiri oporteat in qua fit B maxi-
mum minimumve; tum utriufque expreflionis 4 & B capiantur
valores differentiales , qui, per conftantes arbitrarias feorfim
multiplicati & conjunim nihilo ®quales pofiti, dabunt-zqua-
tionem pro curva quefita, '

CoRrRorLL 1V.

" 5. Simul etiam perfpicuum eft perinde effe, five inter om-
nes curvas cadem communi proprietate 4 gaudentes, ea qua-
ratr in qua fit B maximum vel minimum;. five vicifim inter
omnes curvas eadem communi proprictate B gaudentes, ea qux-
ratur in "qua fit .4 maximum vel minimum. ‘

S CHOLTION

6. Quz, cum in hac Propofitione , tum in annexis Corol-
lariis , tradidimus, ex Capite pracedente jam funt planiffima :
quippe quibus continetur inverfa Methodus refolvendi Proble-
mata, in quibus, inter omnes curvas eadem communi proprie-
tate gaudentes , ca quaritur que pradita fit maximi minimive
alicujus indole. Neque vero idcirco idem argumentum nos tan-
tum repetivifle cenfendum cft ; nam eandem veritatem, quam

- ante modo fatis prolixo elicueramus , hic admodum fuccinéte &
breviter dedimus demonftratam. Quocirca eo fortius alttra
demonftrandi Methodus per alteram confirmabitur, ob fum-
mum utriufque confénfum : atque fi cui prior Methodus non
fatis perfpe@a , propter tantam infinite parvorum compagem ,
nimis lubrica & incerta videatur, ei Demonftratio hic data om-

Ff 3 nem
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nem f{crupulum adimet. Deinde , fi quis de prafentis Propo=
fitionis converfione in Coroll. 1 fa&a etziamaoum dubitet , ci
prior Methodus pleniffime fatisfaciet. Interim ratio converfio-
nis éx fe fatis tuto inferri potef. Cum enim curva Q , que
inter omnes omnino curvas habeat « 4 4 ¢ B maximum vel mi-
nimum , ita fit comparata, ut inter omnes curvas cadem com-
muni proprietate 4 gaudentes, habeat B maximum vel mini-
mum, quicquid loco « & € accipiatur; neceffe eft ut converfio
a&que pateat, fiquidem coefficientibus « & ¢ fumma extenfio
tribuatur. Hocque adeo commemorare, hujufque ratiocinii va-
liditatem declarare vifum eft, ut in fequentibus , ubi codem
utemur , nullum dubium relinquatur. ?—Ianc enim Propofitio-
nem, etfi propric ad Caput przcedens pertinet , huc tranftuli-
mus , quo eidem Methodo proprium hujus Capitis argumen-
tum facilius pertratare poffimus; quippe quod, fi altera Me-
thodo expediri deberet, prolixiffimos requireret calculos, ma-
xima{que differentialium omnium ordinum tricas. Interim ta-
men, quantum fieri poteft, dilucide oftendemus omnia, quz
hic trademus , per Methodum fuperiorem confirmari atque etiam
elici pofle. : .

ProrPosiTioIl. THEOREMA.

7. Que curva, inter omnes ommine curvas eidem abfiiffa refpon-
dentes , habes valorem expreffionis « A +CB 4  C maximum vel
minimum , cadems curva fimul ita crit comparaia, wi inter omnes
survas, que sam exprefionem A guam expreffionems B communem ha-
bewt , poffideas walorem expreffionis C maximum wvel minimsm.

DEMONSTRATIoO.

Denotant hic nobis litterz 4, B & C formulas integrales.vel
.cxprefliones indefinitas ejufmodi , quz m4ximi minimive finc
capaces; at littere «, €, ¥ defignant quantirates conftantes ar-
bitrgrias,  Sit nunc Q  curva, quz inter omnes omnino curvas
habcat
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habeat valorem @ A -4 €B 4 4 C maximum vel minimum; at-

ue concipiatur alia quacunque curva R, in qua, cum expref-
go A, tum B, eundem obtineat valorem quem obtinet in cur-
va ; quo pofito expreflio compofita a4 + 6B eundem habe-
bit valorem in utraque curva Q & R. Hanc obrem, expreflio
tota e A+ 6B+ y Cin curva R minorem fortietur valorem
quam in curva Q, fiquidem e A+ CB+4 ¥ Cin curya Q eft
‘maximum; contra expreflionis « 446B + % C valor in curva R
major erit quam in curva Q , fie A+EB 4y Cin curva
fuerit minimum. Cum igitur expreffionis portio « 4+ ¢ B utri-
que curve Q & R fit communis, reliqua portio ¥ C, atque
adeo expreflio C, in cafu maximi major erit in Q quam in R,
in cafu minimi autem c')lzprefﬁo C in curva Q minor erit quam
in curva R, Ex quibus fequitur, fi curva Q inter omnes omni-
no curvas , habuerit valorem expreffionis « 4 4~ ¢ B4y Cma-
ximum vel minimum , tum fimul hanc curvam @ ea indole effe
preditam , ut inter omnes curvas R qua codem valore cum ex-
preflionis .4 tum expreffionis B gandeant, contineat valorem ex~
preflionis C maximum vel minimum. Q. E. D..

Cororr. Rk

8. Quoniam exprefliones A4, B & C pro Iabitu inter fe com=
mutari- poflunt ; curva in qua eft « 44 € B + y € maximum.
vel minimum, ea {imul vel, inter omnes curvas iifdem proprie-
tatibus 4 & B' communibus gaudentes, habebit € maximum
vel minimum; vel habebit B maximum minimumve, inter om~
nes curvas quz proprietatibus 4 & €' communibus- gaudebunt ¢
vel denique habebit. .4 maximum minimumve, inter omnes cur—
vas in quas amba proprietates B & C axque competunt,

L Corovrr IL
9. Que igitur eurva, inter omnes iifdem binis proprietati~

bus 4 & B communibus. gaudentes, habet C. maximum mini-
mugle-
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mumve ; eadem habebit inter omnes curvas binis proptietatibus
vel A & C, vel B& C, 2que pmdltas , vel' B, vel 4 maxi-

mum minimumve.

Corovrr IIL

ro. Si i 1g|tur curva quari debeat qua, inter omnes alias bi- -

nis proprictatis A & B wqualiter praditas, habeat expreflionem
C maximam vel minimam; tum quefito fatisfiet , fi curva qua-
ratur, quz, abfolute inter omnes curvas, habeat expreflionem

o4+ CB 4+ yC maximum vel minimum.
CoRrRoL1L IV.

11. Quoniam «, €, y funt quantitates conftantes arbitrariz ;
in folutionem hujufmodi Problematum tres nova quantitates ar-
bitrariz ingrediuntur, qua in formulis propofitis 4, B, & C
non inerant: zquivalcbunt autem hz tres conftantes «» €, &' b%
tantum duabus,

CoRroLrLt V.

12. Hz vero conftantes adeo jam in zquatione pro curva pri-
mum inventa inerant; prater eas vero, per integrationes nova
ingredientur conftantes tot , quot mtegrmombus opus eft, ante-
quam ad xquationem ﬁmtam perveniatur.

COROLL VI

13 Simili modo ; quo hanc Propofitionem & pracedentem
demonftravimus, oﬁendctur, curvam, quz abfolute, inter om-
nes curvas, habeat exprefionem « 4+ CB +y C+ ¢ D ma-
ximam vel minimam, eandem , inter omnes curvas tres expref-
fiones A, B & C communes habentcs » habituram effe quartam
D maxunam vel minimam.

p SéHO:
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SCHOLTION.

14. Ex hac Propofitione jam fatis percipitur Methodus refol-
véndi cjufmodi Problemata ad Methodum relativam pertinen-
tia, in quibus quaritur curva qua, inter omnes eidem abfcifle
refpondentes & duabus pluribufve proprietatibus communibus
®que gaudentes , habeat valorem cujufpiam expreflionis maxi-
mum minimumve. Quzftio fcilicet perpetuo revocabitur ad
Methodum abfolutam ira ut, inter omnes omnino curvas, quz-
renda it curva quz expreflionem quampiam habeat maximam
- vel minimam. Hacque reductione id commodi pancifcimur ,
ut omnia hujufmodi Problemata , ope valorum differenrialium
quos jam fupra inveftigare docuimus, refolvere queamus. Ipfe
autem refolvendi modus co redibit, ut omnes proprietates com--
munes, una cum maximi minimive expreffione, feorfim expli-
centur ; fingulx per conftantes arbitrarias multiplicentur ; & pro-
ducta in unam fummam colligantur: quo fa®o , abfolute inter
omnes curvas, eam quari oportebit, in qua ifta fumma fit ma-
xima vel minima. Hoc vero ipfum perficietur, dum fummea
illius valor differentialis inveftigabitur, nihiloque zqualis pone-
tur. Quocirca univerfa operatio abfolvetur, fi, cum fingula-
rum expreffionum proprietates communeés continentivm , tum |
maximi minimive expreflionis valores differentiales, fecundum
regulas fupra datas, capiantur; finguli feorfim in conftantes ar-
bitrarias ducantur ; omniumque horum produorum aggregatum
nihilo zquale ponatur : ex quo orietur #quatio pro curva qua-
fita. Sufficere itaque poffet hoc unicum praeceprum ad Quaftio-
nes hujus generis folvendas. Verum , antequam hujus ufum
exponamus, hanc ipfam Methodum via ante adhibita confirma-
1i convenict. :

ProrosiTro III. PROBLEMA.

15, Dnter omnes curvas ad candem abfeiffam relesas, gue binis
propriesasibus communibus A- & B equabiser fint predite s dejinire
cam, in qua fit valor esprefionis C maximus vel' minimas.

- Euleri De Max. ¢ Min. - Gg ;5'0.-
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SOLUTIO.

Ex precedentibus jam intelligitur hoc Problema folvi, fi, in<
ter omnes curvas, abfolute quaratur ea in qua fit « 4 4-CB
= 3 C maximum vel minimum. Ad hoc autem noffe oportes
valores differentiales expreffionum A4, B, & C. Sit igitur va.
lor differentialis exprefionis 4—= #1.dx. P; exprefhonis B —
nv. dx. Q ; expreflionis C'=—=my.dx. R ; ex quibus 2quatio pre
curva defiderata erit e P4-€Q 4+ ¥y R=0.

Verum, quo hujus Solutionis veritas magis eluceat, idem hoc
Problema eadem Methodo , qua fupra in Capite praced. ufi
fumus, aggrediamur. Primum autem intelligitur, ad hoc Pro-
blema refolvendum , ternas applicatas particulis infinite parvis
augeri debere , ut tribus conditionibus prafcriptis fatisfieri pof-
fi, Primo enim tres has particulas adjun®as, quibus ipfa cur-
va fatisfaciens az in novam a fe quam-minime difcrepantenr
transmutatur, ita comparatas effe oportet, ut expreffio 4, quz
unam proprictatem communem continet , in utramque curvam
aqualiter competat : Deinde ctiam altera proprietas communis
B in utraque curva eundem valorem obtinere debebit. Tertio
ex maximi minimive natura expreffio quoque C eundem valorem
in ipfa curva & eadem mutata nancifci debet; quibus tribus con-
ditionibus, per pauciores quam tres particulas tribus applicatis
adjun&tas, fatisfieri non poteft. Quare prater binas applicatas
Nn & Oo, qua in figura particulis n» & ow funt au&z, con-
cipiatur fequenti applicatz Pp particula p» adjici. Ac quaratur
primum incrementum ., quod expreffio A4 ex his tribus particu-
lis affequitur quod erit =nr. Pdx 4+ o w. P'dx +px. P'dx.
Namque ex particula ny nafeitur incrementum ny. Pdx, con-
gruens cum ipfo valore differentiali , quem expreflio A4 ex fola
particula ny adipifcitur..  Ex fequenti vero particula o » oritur
incrementum ow. P'dx, fcilicer, idem quodante, fuo differen=
tiali auctum: quia enim o « fequenti applicasz adjungitur, om-
nes quantitatcs o « afficientes erunt fequentes carum, quibus par-
dicula p afficicur : arque Gmili patione ex particula p nafcetur

v incres
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‘ incrementum pr. P'dx; que omnia, {i cui libuerit calculumeo
modo quo in Cap. przc. Propof. 3 §. 22 ufi fumus perfequi, fa-
tisfient manifefta ac perfpicua. Eodem igitur porro modo ex-
preflio B, cujus valorem differentialem ex unica. particula n»
oriundum pofuimus ==nv. Q4x, ex tribus particulis ny, ow &
= incrementum accipiet = nv. Qdx+ o w. Q dx 4 px. Q'dx.
ertio expreflio € ex his tribus particulis augmentum capiet hoc
n+wRdx+ ow Rdx +px. R’d x. Singula jam hac tria incre-
menta feorfim nihilo 2qualia poni oportet, ut omnibus condi-
tionibus prafcriptis fatisfiat; unde tres fequentes aquationes
orientur, facta divifione per dx,

ny, P+ow P 4+px. P?
nr. Q+ ow Q +p#. Q"
nvys. R+°~c R'+PT¢R”

X

o

Quod {i nunc particule ny, ows p#,ad folutionem peragendam
tantum in fubfidium vocatz eliminentur; orietur @quatio inter
quantitates curva proprias, quibus proin natura curve exprime-
tur.. Ad has autem particulas eliminandas, fingulas ®quationes
per novas incognitas «» €,  »feorfim multiplicemus, ut habeatur

o=nr. «aP + o0w. aP + pw. « P
o = ny 6Q + ow. GQ + p7x. QY
o == nn yR 4+ oa yR + pw y K- '

atque formentur hinc iftz quationes,

0 == ¢P\+ cQ. .+ vR
0o =aP 4+ CQ 4+ R
o = aP" + ¢ + v R,

Hic ftatim patet, fipro «,€, y accipiantur quantitates conftan-
“tes, tum primam-quationem reliquas binas ultro in fe com-
pleci; fi enim fuerit o==a P 4+ €Q +y R, tum fimul erit o ==

«dP 4+ 64Q + ydR; & o= u‘GddP + €ddQ + yddR;
g 2 '
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&quizet P—=P4-4dP; Q=Q+4Q, R=R 4 4R,
atque PP—=P+42dP+ddP; Q'—Q +13dQ +ddQ &
R'=R+24dR +ddR; fiet quoque

oF + ¢Q + yR

wPr +865Q" + ¥R

Quocirca ad Problema folvendum formanda eft hzc aquatio
o=aP 4+ €60 + ¥R;

quz , filoco «, 6, & y quantitates quzcunque conftantes ar-
bitrariz fcribantur, exprimet naturam curve quafite. Congruit
autem omnino hxc zquatio cum ea quam altera Methodo eli-
cuimus, alteraque Methodus per alteram confirmatur. Q. E. L

I

©

I

o

CororLrn L

16. Omnia ergo hujus quoque generis Problemata refolvi
poflunt, ope valorum differentialium ex unius applicat® muta-
sione oriundorum, quos fupra fatis ampliter invenire docyimus.

Coror IL

r7. Manifeftum igitur eft, & curva debeatinveniri que , inter
omnes alias ad eandem abfciffam relacas atque in quas binz ex-
preffiones A & B aqualiter competant, habeat valorem exprefs
fionis C maximum minimumve; tum queftionem redire ad hanc,
quz ad Methodum abfolutam pertineat , ut, inter omnes om-~

nino curvas ad eandem abfciffam relatas , determinetur ea in
qua fir expreffio ¢ A4 4 ¢ B + € maximum vel minimum.

Corpor IIL

18. Simul veto etiam hinc Methodus patet rcfolvcndli)lPro.
emas
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blemata , in quibus, inter omnes curvas in quas plures duabus
atque adeo quotcunque proprietates xqualiter conveniant , ea
requiritur qua maximi minimive cujufdam proprietate gaudeat.

}CoROLL.,lV.

19. Quod fi enim , inter omnes curvas in quibus expref- -
fiones A, B, C, D =zquales obtincant valores, ea debeat in-
veftigari in qua fit expreffio E maximum vel minimum; tum
quzfito fatisfiet, fi inter omnes omnino curvas ea queratur in
qua fit « A4 6B+ ¥ C+ 4D + ¢ E maximum vel minimum;
denotantibus litteris @, €, ¥, &, ¢ quantitates quafcunque conf-
tantes & arbitrarias.

CororLLr V.

20. Quo plures igitur proponantur proprietates , que iis cur-
vis, ex quibus quafitam maximi minimive indole praditam in-
dagare oportet, communes effe debeant; eo plures in 2quatio-
nem pro curva ingredientur quantitates conflantes arbitrarie ;
atque adeo eo plures curvae fatisfacientes in ¢a comprehenden-
tur, °

SCHOLION LI

21. Cur co plures conftantes in Solutionem ingrediantur,
quo plures proponantur proprietates communes, ex przcedenti-
bus facile colligi poteft. Ponamus enim, inter omnes curvas
cadem goprictatc A gaudentes, eam inveftigari oportere , in-
qua fit B maximom vel minimum: ac primo quidem conftabit
huic Quaftioni eam curvam ‘effe fatisfauram qua, inter omnes
omnino curvas , habeat B maximum vel minimum; hec enim, |
inter omnes quoque illas qua fecum eadem communi proprie-
tate 4 gaudebunt, habebit B maximum vel minimum. Decinde
autem licet innumerabilia iftiufmodi curvarum genera concipi ,
quz fingula cundem valorem expreflionis- 4 recipiant; in -uno

Gg 3 quoque
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quoque vero genere una erit curva, qua pr reliquis valorem ex-
preffionis B contineat maxinum vel minimam. Necefle autem
eft has curvas fatistacientes omnes in Solutione generali contine-
ri debere. Cum igitur , ob unam proprietatem communem
prelaiptam  numerus curvarum fatisfacientium fiat infinitus, mul-
to agis is augebitur , propter eandem rationem, fi plures pro-
prictates communes proponantur.” Interim tamen fi valores ,
quos habent fingula proprietates communes in curvis cx quibus
quafitam cruj oportct a¢tu definiantur, tum utique folutio unicam
Curvam fazisfacientem prabebit. Conftantes filicet ill eo in-
fervient ut valores, quos proprietates communes in curva inven-
ta obcinebunt, pro arbitrio determinentur; fic , per has conf-
tantes , in cafu duarum proprietatum communium A & B, cur-
va porterit aflignari quz datos expreflionum A & B recipiat va-
lores , atque infuper ita fit comparata ut, inter omnes infinitas
alias eofdem illarum expreflionum 4 & B valores recipientes ,
habeat valorem alius cujufcunque expreflionis C maximum vel
minimum. Atque hzc eadem admonitio locum habet , fi plu-
res proprietates commungs fuerint prafcripte ; ex quo fatis perf-
.picuum eft, quid hifce conftantibus. in Solutionem ingredienti-
bus fit faciendum , & quomodo eas ad ufum traduci oportgat:
id quod in fequentibus Exemplis clarius declacari poterit.

Exemrrum L

Fig. 14 22. Imter omnes curvas ad eandem abfiiffam A C ==a relatas

' ue cum inter [¢ ejufdem fint longitudinis , tum etiam aquales areas

EAD comprehendant 3 determinare eam, qua circa axem A C
yosata generes folidum maximi vel minima capacitaris.

Pofitis ablciffa AP =x, applicata PM =y & dy = pdx;
binz proprietates communes propofita funt fjdx & fdxy'(14p) ;
at maximi minimive formula eft fyydx. Quarantur jam ha-

_ rum trium formularum valores diffcrentiales. Ac primo quidem
erit formple [y 4x valor diffcrentialis = »». 4 ;. deinde folr-
. mule
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. \ . . .18 — e .—...L—. e
mule /ey (1-+pp) valor differentialis cft == —m. d, o2,

& tertio formule fyydx valor differentialis eft = 2 #y.ydx.
Ex quibus tribus valoribys differentialibus conficietur pro-curva

quzfita ifta xquatio,o =—=a dx— G4, m)+ 2yydx, feu

? — — —ccdp | inli-
"‘J. m ‘dx + 2]1x ( . +PP);:2 Multlph
cetur hec zquatio per p & integretur; habebitur ff 4 6y 4 yy
== W—l:_-;-iﬁ)’ ubi tam ¢¢ quam ff pro arbitrio five affirmati-

ve five negative accipere licet. Hinc porro fiet ( ff+4y+yy)*
—_— . V(A —(fftby 499 _dy .
(l+”)—"&’"; 761 17 T dx’
 ideoque dx = J’(’Sf I+ 7 ﬁiﬁ -)-l-;y’.’)% qua eft 2quatio pro
curva Elaftica. Ingredietur autem, perintegrationem unam reli-
quam, nova %:arta conftans arbitraria ; atque hifce quatuor
conftantibus efhici poterit nt curva per data duo pun@a tranfeat;
deinde binis reliquis conftantibus obtinebitur . ut eoﬁtox: 4,
tam arca curve quam cjus Jongitudo datam magnitudinem eon«
fequantur. Infuper autem ambiguitate fignorum , qua fignum:
radicale afficitur, alterum fignum prabebit curvam maximi, alte~
rum minimi proprictate' gaudentem. Quoniam autem in’ 2quaw
tione inventa data illa abfciff magnitudo & non ineft; fequirtr
curve inventa portionem quamvis cuicunque abiciffe refpon-
dentem hac queque gaudere prarogativa ut, inter omnes alias:
curvas cidem illi abfcifze refpondentes, & per eadem duo punc-
ta tranfeuntes , qua fimul cum illa curva tum =qualem longitu«
dinem quam ®qualem aream complettantur,- ut illa, inquam ,.
curva cipca-abfciffam fuam rotata generet folidum' maxime mie
nimaxve capacitatis. Duo ftilicet pun&ta, per que curva quafi-
ta tranfeat, ideo hic in confiderationem funt ducenda, quia cal~
culus prabuit zquationem differentialem:fecundi’ gradus , que
per fe duplicem determinationem requirit. Roterunt vero etiame
B binz:
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bine relique conftantes , quz (tatim in aquatione inventa ine-
rant , per pun@a determinari , hocque pacto determinata folutio
hujuimodi emerget, quz docebit per quatuor dara pun&ta cur-
vam defcribere, qua inter omnes :;lias’pcr cadem quatuor punc-
ta tranfeuntes, atque cum zque longas tum zquales arcas con-
tinentes, producat circa axem rorata folidum vel maximum vel
minimym. Perpetuo nimirum numerus conftantium arbitraria-
‘rum, quz in xquatione inventa cum actu tum potentia infunt ,
declarabit quot determinationes fint adhibende ut curva deter-
minetur ; hacque deinde, inter omnes alias curvas iifdem deter-
minationibus praditas , quafito fatisfaciet.

ExeMmMprPpruwm IL

23, Inter omnes lincas cidem abfiiffe refpondentes , que prime
aquales contineant dreas fydx, atque preterea circum axem rotase
agualia generens folida {yydx; deserminare cam qua [wum gravi-
tasis centrum vel maxime vel minime habeas eleverum ; hoc ¢ff in

gua fir ri?'yx dd:‘ vel maximum wvel minimum,

Sit abfciffx longitude prefcripta, ad quam Solutionem accom-
modari oportet, ==4«; atque pro hac abfciffa fiat valor formu-
l [ydx = A, formulz [yydx =B, & formulz [yxdx=C.
Porro fic valor differentialis formule (ydx = d 4 =d x; for-
mule [yydx = dB = 1ydx, & formule [yxdx = dC
== xdx; fumptis nimirum harum formularum valoribus differen-
tialibus fecundum regulas fupra datas: omittendo tantum parti-
culam nv, quippe que perpetuo per divifionem tollitur. Cum
jam maximi minimivee xpreflio fit, non fimplex formula, fed frac-

tio f-;—;—‘iéf ; ejus valor differentialis eric =— 44¢ — cd4

: . d —_— . .. ' . .

R LLL: = Cdx . atque , ob proprietarum binarum commu-

nium /y dx & fyydxvalores differentiales datos, nemped A=

Ax & dB = 2ydx, relultabit pro curva qufita fequens zqua-
tio
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tio adx 4 2Cydx 4% Ax dx; y Cdx ==o0, vel (aA*—yC) dx’
4 2CA*ydx + y Axdx == o; in. qua -zquatione, cum
&, 6, ¥ fint conftantes arbitrariz , earum transformatione fimul
conftantes determinate 4 & €' ex computo expelli poflunt ; ita
ut Solutio inventa ad omnes abfciffas &que fiat accommodata.
Pervenietur autem ad hanc 2quationem édx == mydx + nxdx,
feu , per dx divifione inftituta, $=—=my 4 »x, quz zquatio eft
pro linea re@a quacunque. Linea re@a igitur ad axem vertica-
lem utcunque fita, inter omnes alias lineas cum axe tam ean-
dem aream fydx quam idem volumen /jydx continentes, ha<
bebit fue arex centrum gravitatis vel maxime vel minime ele-
vatum. Erit autem centrum gravitatis minime elevatum, fi linea
recta furfum cum axe convergat; maxime autem erit elevatum,
fi deorfum cum axe convergat; hique funt ambo cafus, quibus
vel maxima vel minima centri gravitatis elevatio locum habet.
Inter hos cafus eft medius, quo linea illa re@a fit axi parallela:
de quo dubium fuperefle poteft, utrum centrum gravitatis fit
vel maxime depreflum vel maxime elevatum. Verum ifte ca-
fus nequidem in Quaftione locum invenit. Nam pofita linea
reQa axi parallela, ita ut fit y==4, tum omnino nulla alia exhi-
beri poteft linea quz pro eadem abiciffa, cum ®qualem aream
Jydx tum zquale volumen fyyd x contineat: hocque ideo eve-
nit, quod ifta linea reta, inter omnes alias lineas eandem
2c;m /7 dx comprchendentes , minimum volumen /7y dx in-

udat. :

ExeMmprruwm IIL

24. Inter ommes curvas ejufdem longitudinis D AD punita deta
D, D jungentes, determinare eam cxjus hec fit propricas ut, fi
inter reitas wverticales DB, DB per horizontalem NN [(patinm
N D A DN dete magnitudinis abfeindasur , hujus [patii NDADN

Centrum gravitatis imum obtinear locum.

Fig. ax,

Quezftionis hujus Solut?t; eximium habet ufum in Hydroftati-"

Euleri De Max. & Min, Hh ' ca,
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ca, ejufque ope folvetur Problema quo figura lintei DA D -
vafi BDDB in pun&is DD annexi inveftigatur , guam induit ,
fi vafi data aque copia infundatur. Primo enim dum linteum
extenfionem non admittit , longitudo curve D AD erit daua,
deinde etiam fpatium NDADN, quo quantitas aquz infule
menfuratur, erit daea: ac tertio , fecundum generales Hydrof-
waticz & gravitationis leges, figgram D AD ita comparatam el
fe oportet, ut fpati ND ADN centrum . gravitatis infimum
occupet locum.  Ad hoc Problema refolvendum, ponatur DC
=— C D =4, & du@a horizontali quacunque MPM, fit MP
— PM ==x, & AP =y, crit arcs MAM =
afdx/(14pp) , pofito dy == pdx. Quod fi jam longitudo curva
D ponatur == 2 ; xquatio inter ¥ & y ita debet cfle com-
parata , ut formula integralis fdx v ( t +pp) fat=24, pofito
x=—4ua. Porro area MAM fit = 2/xdy=—=12/xpdx; quz
fiat = 2£f, cafu quo ponitur ¥ == «; ita ut tum fit fxpdx
= ff. Hzc vero area non ipfa eft data, fed ea cum arca
NDDN datum fpatium producere debet quod fit == 2 ¢ ¢.
Si igitur ponatur DN == ¢, eritws + ff= ¢¢, &=

€ ':"ff = f £2d%  ofito x =« Denique centrum
gravitatis totius fpatii N D AD N a punco A diftabit inter-
vallo = [*324% + a2 (AC+12) "o 60 noft integrationem

cc
¥ == «; infra pun@um C ’igitur &entrum gravitatis fitum erit
intervallo =— AC(cc —uz) — ) azzs — [xypdx
) [
debet effc maximum. Cum vero fite= “—:-_-?M, maximum

effe debebit hec forma A C fipde— % + "f?dx — (M;ix s
— [xypd x. Problema itaque huc redit ut, inter omnes curvas

ejufdem longitudinis datz abfcife D C = « refpondentes, defi-
miatur ca in qua fit bac expreflio 4/xpdx 4 ‘—“-’ [xpdx —

» quod

3

2a
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;'—l (fxpdx)* — fxypdx mazximum, exiftente y==4, pofito
x¥==4. Jam quia longitudo curve eft = fdx v (1+pp),
erit cjus valor differentialis = — 4. —2 Deinde for-

v(1pp) ,
mulz [xp dx valor differentialis eft =— — 4 x, & valor diffe-

rentialis formula fxypdx — xpdx—d.xy=—— ydx. Hinc
totius expreffionis , quz maximum effe debet, valor differentia-
lis prodit = — bdx — ‘-"_f-d:‘:+f—£dx +ydx, que,ob h&

Jff conftantes non determinatas, tranfit in hanc #dx + ydx; ubi
# eft conftans arbitraria. Quocirca prodibit ifta @quatio pro

curva quefita kdx 4 ydx =—=-—ggd. -v—(—lfm); quz, per
p multiplicata & integrata, dabit m+ 28y 45y = T:'-g_}-gp'}-) 8

quam curvam conftat effe:Elafticam , manebitque ea invariata,
quemcunque valorem obtincat quantitas c¢. Quaftioni ergo
propofitz ita fartisfiet, ut per data pun&ta D & D curva Elatti-
ca traducatur , cujus axis feu diamerer orthogonalis fit reGta ver~
ticalis AC, & cujus portio D AD datam obtineat longitudinem
24; hocque pagto, Solutio omnino erit determinata, unicaque
curva fatisfaciens refultabit: Quod autem quantitas fpatii
NDADN ==2¢, de cujus centro gravitatis quaftio eft, prore
fus ex computo exceflerit , id quidem facile preevidere licuiffer;
quo pa&to , Solutio multo facilior extitiffer. Verum dara ope-
ra hanc conditionem, etfi inutilem, adjecimus, ut modus pa-

teret alia iftiufmodi Problemata , ubi talis reductio locum non in-
venit, refolvendi.

25. Sic igitur expofita eft univerfa Methodus maximorum
& minimorum indeterminata, qua linea curva quari folet ma~
ximi minimive proprietate quapiam pradita. Ittaque Methodus
tota perdu@a eft ad inventionem valorum differentialium , qui
ex unius tantym applicatz incremento oriuntur,  Scilicet fi Pro-

o Hh a blema

SCHOLION IL
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blema poftulet, inter omnes omnino curvas ad eandem abfcif-
fam relatas , eam in qua expreflio quazpiam indefinita maximum
minimumve obtineat valorem ; tum illius expreflionis quzrendus
eft valor differentialis; qui nihilo 2qualis pofitus dabit zquatio-
nem pro Curva quafita. Quod fi autem, inter omnes curvas
ux una pluribufve proprietatibus communibus gaudeant, eam
gcﬁniri oporteat , in qua valor cujufpiam expreflionis propofitz
fiat maximus vel minimus; tum, tam fingularum proprietatum
communium, quam maximi minimive, expreffionis quari de-
bent valores differentiales, hique ﬁnguli per conftantes arbitrarias
multiplicari, quorum produ&orum fumma nihilo zqualis pofita
dabit zquationem pro Curva queefita. Ad valorem autem dif-
ferentialem cujufque expreffionis indeterminatz inveniendum ,
Regulas in fuperioribus Capitibus fufficientes arque admodum
faciles tradidimus. Ejufmodi enim expreffio indeterminara, five
proprietatem communem continens, five maximum minimum-
ve , perpetuo. vel eft formula integralis fimplex, vel fan&io dua-
rum pluriumve hujufmodi formularum integralium. Quod vero.
ad formulas integrales fimplices attinet; in Cap. IV §. 7 pra-
cepta expofuimus, quorum ope cjufmodi formularum valores
differentiales reperiri queant; ubi hanc indagagionem ad quin-
que cafus reduximus. Quemadmodum autem fecundum hzc
eadem pracepta, cujufcunque functionis duarum pluriumve for-
mularum: integralium fimplicium valor differentialis conveniens
definiri queat, id in ejufdem Cap. IV, Propofitione 4, indi-
cavimus , modumque differentiationis fimilem atque fatis faci-
lem expofuimus: ita ut in hoc genere nihil fupereflc videatur ,,
quod infuper fit adjiciendum. ' -

FINIS

AD-
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ADDITAMENTUM L
D? Curvis Elaﬁici:.
L

J Am pridem fummi quique Geometre agnoverunt, Methodi
“«J in hoc Libro traditz non folum maximum efle ufum in ipfa
Analyfi, fed etiam cam ad refolutionem Problematum phyfico-
rum amplifimum fubfidium afferre. Cum enim Mundi univer-
fi fabrica fit perfettiffima, atque a Creatore fapientiffimo abfo-
luta, nihil omnino in mundo contingit , in quo non maximi
minimive ratio quapiam eluceat: quamobrem dubium prorfus
eft nullum , quin emmes Mundi effe@us ex caufis finalibus ,
ope Methodi maximorum & minimorum aque feliciter determi-
nari queant, atque ex ipfis caufis efficientibus. Hujus rei vero-
paflim tam eximia extant fpecimina, ut ad veritatis confirma~
tionem pluribus Exemplis omnino non indigeamus ; quin po-
tius in hoc erit elaborandum, ut, in quovis Quaftionum natura-
lium genere, ea inveftigetur quantitas, quz maximum minimum-
ve induat valorem : quod negotium ad Philofophiam. potius.
quam ad Mathefin pertinere videtur. Cum igitur duplex pa-
teat via effe@us Natura cognofcendi ; altera per caufas efficien-
tes , que Methodus dire@a vocari folet ; altera caufas finales ;
Mathematicus utrique pari fucceffa utitur. Quando feilicer
caufz efficientes nimis funt abfconditz, finales autem noftram
cognitionem mirius effugiunt; per Methodum indire¢tam Quaf-
tio folet refolvi : e contrario antem Methodus dire&a adhibe--
tur, quoties ex caufis efficientibus effe@um définire licet. In-
primis autem opera eft adhibenda, ut per utramque viam aditus.
ad Solutionem aperiatur : fic enim non folum altera Solutio per
alteram maxime confirmatus , fed-etiam ex utriufque confenfu
o " Hhbh 3 fume
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fummam percipimus voluptatem. Hoc modo, curvatura funis
feu caten® fufpenfe duplici via eft eruta; alrera a priori, ex
follicitationibus gravitatis; altera vero per Mecthodum maximo-
fum ac minimorum , quoniam funis ejufmodi curvaruram reci-
pere debere intelligebatur, cujus centrum gravitatis infimum ob-
tineret locum. Similiter curvatura radiorum per medium dia-
phanum variz deniitatis tranfeuntium, tama priori eft determi-
nata, quam etiam ex hoc principio , quod tempore breviffimo
ad datuin locum pervenire debeant. Plurima autem alia fimilia
exempla a Viris Celeberrimis BER NOULLIIs, aliifque, funt
prolaza, quibus tam Methodus folvendi a priori, quam cogni-
tio caufarum efficientium maxima accepit incrementa. Qan-
quam igitur , ob hzc tam multa ac praclara fpecimina, dubium
nullum relinquitur , quin in omnibus lineis curvis, quas Solurio
Problematum phyfico-mathematicorum fuppeditat, maximi mini-
mive cujufpiam indoles locum obtineat; tamen fzpenumero hoc
ipfum maximum vel minimum difficillime perfpicitur; etiamfi a
priori Solutionem eruere licuiffer. Sic etfi figura, quamlamina
elaftica incurvata induit, jam pridem cft cogniia ; tamen que-
madmodum ea curva per Methodum maximorum & ninimo-
rum , hoc eft, per caufas finales, inveftigari poffit a nemine
adhuc eft animadverfum. Quamobrem cum Vir Celeberrimus,
arque in hoc fublimi naturain fcrutandi genere perfpicaciffimus,
Danje/ BERNOULLI mihi indicaflet fe univerfam vim, qua
in lamina elaftica incurvata infit, una quadam formula quam
vim potentialem appellat, comple@ti pofle ; hancque expreffio-
nem in curva Elaftica minimam efle oportere ; quoniam hoc
invento Methodus mea maximorum ac minimorum hoc Libro
tradita mirifice illuftrarur , ejufque ufus ampliffimus maxime evin-
citur ; hanc occafionem exoptatiffimam pratermittere non pof-
fum, quin, hanc infignem curva Elaftice proprietatem a Celeb.
BERNOULLIO obfervatam publicando, (imul Mcthodi mez
ufum clarius patcfaciam. Continet enim ifta proprietas in fe
differentia'ia fecundi gradus , ita ut ei evolvendz Methodi Pro-

blema ifoperimetricum folvendi apte tradita non fufficiant. Sic
' o v 2. 918
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2. Sit AB lamina Elaftica utcunque incurvata; vocetur ar- pe cuvon
ews AM =, & radius ofculi curva MR == R: atque, fe- :‘u":‘b"
cundum BERNOULLIUM , exprimetur wis posentialis in la- prpice

. minz portione A M contenta hac. formula /° ﬁ, fiquidem la- ’?‘:?':m

mina fit ubique @qualiter craffa, lata & claftica, atquein ftacu

naturali in direftum extenfa. Hinc ifta erit curve A M indo-

les, ut in ca hzc expreflio omnium minimum obtineat valorem. .
Quoniam vero in radio ofculi R differentialia fecundi gradus

infunt , ad curvam hac proprietate przditam determinandam

quatuor opus erit conditionibus, id quod cum Quzftionis natu-

ra apprime convenit. Cum enim per datos terminos A & B

infinitz laminz Elafticz czque ejufdem longitudinis infleti que-

ant, quzftio non erit determinata, nifi prater duo pun@ta A &

B, fimul alia dug pun&a, feu quod eodem redic pofitio tane

gentium in pun&is extremis A & B prafcribarur.  Propofita

namque lamina Elaftica , longiori quam eft diftantia pun&torum

A & B; ea non folum ita incurvari poteft , ut intra terminos.
A & B contineatur, fed ctiam ut ejus rangentes in pun&is hif-

ce datas teneant dire@iones. His notatis; Queaftio de inve-

nienda curvatura laminz Elaftice, ex hoe fonte refolvenda, ita

dcbet proponi: wt, inter omnes curvas ojufdem longitndinis , qua

non folurs per puniin A & B tranfeant, fed ctiam in his panitis 4

reclis pofisione dusis tangantar , definiasar ca i qua fit vilor hu-

Jus expreffionis { Riis'{ minimus. ' '

3~ Quia folutionem ad coordinatas orthogonales accommo-
dari convenit, fumatur re®a quacunque A pro axe , in qua
fic abfciffa A P= x, applicata PM = y; ponatur, uti Metho-
dus tradita jubet , dy ==pdx, dp==¢dx 5 erit elementum
curve Mm = ds=dxv(r + pp). Primum ergo quia
curvx , ex quibus quefita erui debet, ifoperimetra ftatuuntur ,
habebitur iffa expreffio confideranda /4% v ( 14 pp); qua
<um generali /Z4dx comparata hunc prxbet valorem ditferentialem
. 1
dx

Fig. 2.
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V(1 +{{}; ) dp -
—'—+q~'f’-)—- = R, formula /° f—&—{‘, qux minimum effe de-
bet, abitin /S —? q'd—’f?,-z. Comparetur hzc cum forma gene-

(142p)"
rali fZ dx; erit z= —211—, & pofito 4z = Mdx +

. . C1tpp)

Ndy+Pdp +Qdyq, ctit M=o, N=o0, P= :ﬂ'q’q"
‘ ()"
& Q=—-21 . Valor ergo differentialis ex hac formu-

: (14pp)” - -
faf —229% griundus , erit — % + %% % Quamobrem
(14rp)" o

pro curva quzfita hec habebitur zquatio, ﬁ d. Wﬁ—ﬁj

— :_1_5 —_ j—ig ; quz, per 4 » multiplicata & integrata , dat

: ¥ 4 o qo °
;,-—(—1"—‘_; ) T ¢=P— g-ff. Multiplicetur hac 2quatio per
— o —— Om— - ‘
gdx==dp, ut prodeat V—(-;&’m + Cdp = Pdp q4Q.
Cum autem, ob M=—o0 & N=o, fit dz=Pdp +Qdyg,
erit Pdp = dZ — Qdg, quo valore loco Pdp fubftitute,
apdp — . .
emerget %) +Cdp=——d2Z — Qdg—qdQ; que
denuo integrata dat v/ (1 +pp) +Cp+ v =2 — Q4
Jam cum fit Z == ——11—-;—3, & Q=— 2‘1—“—; s Crit
(1+pp) (14rp)
ey (1422 +C6p+ y= ——24—,. Sumantur conftan-
(r+pp)"

tes arbitrariz «,C, & ¥ negative, eritque g=( 1+ p? Y4
: ' Xy (=

‘ i 38
d —P . Deindecum fit radius ofculi = de(itpp)
(

1
dx
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XY (@y(14pp) +Gp+z)=§—-£. Hinc etgo elicitur fe-

quens zquatio
dx == 4y .
(14 2p)" "V (aV (1) +Cr+y)
Deinde ob fip] == pdx, habebitur quoguc Y
dy == 2 - 3
(1492 V(¥ (1422)+Cr+y)
que duzzquationes fufficerent ad curvam per quadraturas conf-
truendam, -
4. Harum formularum fic in gencre fpe@atarum neutra eft
integrabilis; combinari autem certo quodam modo pofiunt ,
ut aggregatum integrationem admitrac, Cum enim fie

42V aVa+p)+o+y) dp(C —yp)
Vi(idpp): | (120) AV (VO Fpp 4G+ )
crit 2V(-V(t+pr)+Cr+v);__cx_7] +J. Quo-

° ( l.+ p ’ )l :04 '} °
niam axis pofitio eft arbitraria , conflans ¢ fine defeétu ampli-
tudinis omitti potet. Deinde vero etiam axis ita mutari poteft

Lr—9Y__ abki it icata — 226y
ut fiae V(CCH vy )‘al?fcxﬂ'a, m:xtquc .apphcata AT K
hinc etiam tuto ¥ nihilo 2qualis poni poteft , quia nihil impe-
dit, quominus illa nova abfciffa per ¥ exprimatur. Hanc ob
. rem; habebimus pro curva Elaftica iftam aquationem

W(aV(142) +6p )= C s C14)" #; qua, fumptis qua-
dratis, dat gav (142p) + 4Cp == C " x*v (1 +pp). Sit,

ad homogeneitatem introducendam, « == %—? & C = -::—’;‘—

erit sasp = (mnxx — maa) Y (14pp), unde »*a*pp
= (smsxx—maa) (1 +)p3; ideoque p = . . .
NHXX =~ Maa 4y . :
TR — (nnrx—maa)) —dn Mutatis ergo conftan-
tibus , atque abliciflam x data conftante five augendo five mi- ,
nuendo; habebitur hujufmodi zquatio pro curva Elaftica generalis;
Euleti De Max. & Min. Ii dy
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— (edCx+dyxx)ds .
aadx . R .
ds = \/(q" —_ (¢+ Cx.+ yxx):) ; €X ql.llbus zquath'

nibus confenfus hujus curvz inventz cum curva Elaftica jam pri-
dem cruta manifefto elucet.

5. Quo autem ifte confenfus clarius ob oculos ponatur, natu-
ram curva Eiaftice a priori quoque inveftigabo; quod etfi jam
a Viio fummo Jecoho BERNOULLIO excellentiffime eft fac-
tum; tamen, hac idonea occafione oblata, nonoulla circa indo-
lem curvarum E'afticarum, carumque varias fpecies & figuras
adjiciam; qua ab aliis vel pratermiffa, vel leviter tantum per-
tra&ata effe video.

Sit lamina Elaftica AB in B ita muro feu pavimento firmo
infixa, ut hzc extremitas B non folum firmiter retineatur, fed
ctiam tangentis in B pofitio determinetur. In A autem lamina
connexam habeat virgam rigidam A C, cui normaliter applica-

Oea fit visCD =P, qua lamina in ftatum incurvatum BI\X A re-
digatur. Sumatur hec re@a A C produ@a pro axe , ac, poftta
AC ==, fit abfcifla AP ==, applicata PM==y. uod
fi jam lamina in M omnem elafticitatem fubito amitteret, ac
perfete flexilis evaderet; a vi P utique infleQeretur, inflexio-
e proficifcente 2 vis P momento =— P (¢4 »). Quominus
ergo hxc inflexio a&u fequarar, elafticitas laminz in M in =qui-
librio coplfiftit cum vis ?ollicitantis momento P (¢ 4 x). Elaf-
ticitas autem primo ab indole materiz ex qua lamina conftat,
& quam ubique candem ftatuo, pendet; tm vero fimul ab in-
curvatione laminz in pun@o M, ita ut fit reciproce proportio-
nalis radio'ofculi in M. Sit ergo radius ofculi in M = R
= _—:};—H}; exiftente ds—==+/ (dx* 4 4dy"' ) & d x conftan-

te; atque exprimat £k1;lk vim Elafticam laminz in M, quecum
momento vis follicitantis P (¢ 4+ x) in aquilibrio confiltat, ita
ut fit P(e4x) = E—é—k: —EkRdxddy Zquatio hec

ds? T
pes
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pet 4 x multiplicara fic integrabilis , critque integrale
P(xxdex+4f)= v?;xfi{:;’); unde oritur
dy= _—PadxUxxtcx+f}

V(E* B —P* (L axtcx+f)*)
nino convenit cum ea, quam modo per Methodum maximo-
rum ac minimorum ex principio Bernowlliano clicui.

6. Ex comparatione hujus zquationis cum ante inventa, de-
finiri poterit vis que requiritur ad daram laminz curvaturam
inducendam; fiquidem -curvatura contineatur in xquatione ge-

nerali inventa, Teneat fcilicet lamina elaftica figuram AMB,
cujus natura exprimatur hac zquatione

(24 Cxdyxx)dx . .
Ve — (et Cxdy xa)ty s CXprimat vero Ekk

hujus laminz elaflicitatem abfolutam, ita fcilicet , ut E## , in
quovis loco, per radium ofculi divifa przbeat vim elafticam
veram. Ad comparationem inftituendam multiplicetur nume-

rator & d;nomfnator per %—ﬁ » ut hsbeatur
dy = E’{kd"(Ef;}-Cx‘l‘ vyxx):aa ]
v (E* # — a—l} (e + Cx4yxx)*)-
eic —yP==ERky; __ p, _EKAE, __p,__ EMhe
. ¢a aa aa

ux &quatio om-
>ﬂ qua

dy =

Nunc etgo

ideoque vis CD follicitans == _:34—?‘“"7; intervallum A C

:.—_-c=-2—c;, & conﬁansf:.: 2.

7. Ut igitur lamina elaftica A% altero termino B muro in-
fixa incurvetur in figuram AMB , cujus natura exprimitur hac

; = _(et+Cxtyxx)dx
atquauox?e dy == T Cat e (a  Cx F y7n )’ pcccﬂ'e eft ut
hzc lamina follicitetur in dire@ione CD normali ad: axem AP,
fumpta diftantia A C = 2% ,aviCD :-—.."—':-375“’!"_7 ; qua

vis {cilicet in plagam coritrariam , ac figura indicat, dirigetur 2
: Ii a ot
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fi o fuerit quantitas pofitiva. Quia E}{k zquivalet momento
vis follicitantis , expreflio ﬂi homogenea erit ponderi feu vi

purx; qux vis propterea —- EU‘ cognofcetur ex elafticitate laminz.

Sit hac vis = F ; atque cnt vis fle@ens CD ad hanc vim F
ut — 2y ad 1; erit enim ¥ numerus purus.

8. Hinc porro definiri poteft vis ad laminz portionem B M
in ftatu fuo confervandam requifita, fi portio AM prorfus ref-
cindatur.  Relciffa hac portione AM , definat lamina Elaftica
in virgam rigidam MT omnis fexionis cxpertem, quz autem
cum lamina ita fit connexa, ut perpetuo tangentem in pun&o
M referat, utcunque lamina inclinetur. Hoc pofito, ex ante-
cedentibus manifeftum eft, ad confervationem curvatura BM
requiri ut virga M T in pundto N trahatur in dire&ione ND

vi qua fit == ';3%57; dire@tio autem ND erit normalis
ad axem A P, atque intervallum A C erit == ;C_ . Diftantia

4
itaque MN fiet = if CP—_j; C";; "=(_ci2';’:%)—“~
‘ ds aa

= Y(a® —(at Catyxx)) Quod fi harc
vis ND = ﬂ’ refolvatur in normalem NQ ad tan-
gentem MT, &tangcnmlem NT, erit vis normalis NQ-—-
’___’_55-_‘\}‘ ‘1”. & vis tangentialis N T = —2Ekky 42

9. Sm autcm pars B M refcindatur, reli@a part;‘AM quz
in direGione C D follicitatur ut ante vi == *2—3&31 ; ad

curvaturam AM confervandam extremitas M, quae connexa
intelligatur cum virga rigida tangente M N , follicitari debebit

. 2 F
in pun&to N a vi pariter = *‘;‘\51 , fed in dire®ione con-
traria

eft vero +—
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traria ei, quam cafu przcedente invenimus. Perpetuo enim vi-
res utrique extremitati lamin@ incurvatae aplicande fe mutuo
deftruere, atque adeo zquales & directiones oppofiras habere
.debent. Alioquin enim tota lamina moveretur, ad quem mo-
tum compefcendum opus foret vi xquilibrium inter vires folli-
citantes producente. Hinc ergo vires cuicunque portioni lami-
nz refette applicandz facillime definiri poffunt, qug jam in-
dutam curvaturam confervent. |
10. Sit AM lamina Elaftica incurvata, quz in A & M an-
nexas habeat virgas rigidas AD, M N, quibus in directionibus
dire@e oppofitis DE, NR applicatz fint vires aquales DE,
NR, qux in zquilibrio confiftentes laminz curvaturam AM
inducant, pro qua zquationem quari oportcat. Primum ergo,
pro axe fumatur reta AP per punum A tranfiens , atque ad
dire&tionem vis follicitantis ER normalis. Ponatur Elafticitas
laminz abfoluta == E##4: fitque anguliC A D, quem tangens
AD in A cum axe conftituit, & qui eft datus, finus = m ,
cofinus — », exiftente finu toto == 1, ita ut fit mm 4 »»
==1.  Vocetur porro diftantia AC =¢, & vis fle@tens DE
=NR =P; ac, pofitis abfcifla AP =2x, applicata PM
==y, natura curve hac exprimetur zquatione '
— Pdx (txx4cx+f)
V(E*# — P (;xx+4cx + f)* )’
vero directio tangeptis in A datur, pofito ¥ = o, fieri debet
:-—:=-—:—'-s hinc ergo obtincbitur %’-:—: 7ER z Ty =
WI"—‘-W’ & m=— —E-sz . Determinatur ergo hinc conf-

tans f, ita uc fit f=— '—.':-ﬁrﬂ!{, idcoque hinc tota curva de-

terminarur,
~ 11. Ad curvaturam ergo fuperiori @quatione expreffam la-
minz AM inducendam , tangenti AD in pun@o D, ita ut

dy = ~ Quoniam

fit AD = -% > applicatam efle oportet vimD E = P; cujus
Ii 3 . direc-

Fig. 4.

Fy. 5.
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diretio fir para'lelaapplicatis PM. Refolvatur haee vis DE in
duas laterales Dd, Df, inter fe normales; erit vis D d = Pa»
& vis Df =Pm. Quo jam confideratio rc@x A D ex com-
puto expellatur, loco vis D d , in datis pun&is A & B, fumpro
intervallo AB-==4, duz vires fubftitui poffunt, Aa = p;
Bb =4; normales pariter ad virgam A B, fumcndo pb =
Ps. BD=aP( -—;——— b)), & g =p+ »P. Quia dein-
ccps perinde eft, in quonam virge AD pun&o applicetur vis
tangentia'is Df==mP, applicetur ea in ipfo pun&o A ponen-
do AF —= »P. Sit autem hxc vis AF = r, ita ut lamina
M A a uibus viribus Aa=p, Bb= ¢, & AF = follicite~
tur, a quibus, qualis incurvatio oriatur, inveftigemus,

. . . r = L)
12. Primo ergo,’cum fit mP—=vr, erit P= — . qui va-

lor fubftitutus in prioribus 2quationibus dabit p 4 = im'- —_

nhr nr yq. . n ~p .
o> & 9==p+ —. Hinc erit — == - ex qua zquatio-

ne primum pofitio axis A P innotefcit ; erit nempe tangens anguli

- CAD = -"—. hinc m— r —__ 9P
T ) e G2

Y.e o cr nnr €r_ o
Deinde ex zquatione 4p = T = kgt bpifit

mhq

— b
£== =77 feuc =7(;£;'<g———_l,>,j)s atque P=v/(rr +
(7—2)*). Cum autem fic f—= —7FRA . _—— EAk~

bak rr+(g—p)"
it xx b e bfmtaa gy (e — O
unde pro curva quafita ifta obrinebitur 2quatio o

E '
. dx(‘/,ﬂi‘}}r s —69x——1xx\/(rr+(9—,—p)')

—_ V(E';[q.__( ____lzkk_r

, Vit 7~ H* — eV Grg—2)")))
Haxc autem &quatio maxime eft accommodata ad modum ma-

Xime
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xime confuetuh laminas incurvandi , dum ex vel forcipe vel-
duobus_digitis apprehenduntur ; quorum alter laminam in direc-
tione Aa, alter in dire@iofe Bb urget, prater quas vires la-
mina infuper in dire&ionc A F protrahi poteft.

13. Si vis tangentialis AF — r evanefcat; incidet axis AP
in ipfam tangentem AF, produ@am, eritque tum
dy = — dx(hgx+ (g —p)xx)

VAL Y — (bgx +1(g—p)xx)*) o
Sin autem vires normales p & ¢ fiant inter fe zquales; erit axis -
AP normalis ad tangentem AF, ob # ==o0; & pro curva .
orietur hec zquatio
dx (Efbk— bhgx — Lrxx) _

v(2Bbk (hgetprex) —(hgx— Lrxx)™)
Hic fi praterea fuerit r = o , ita ot lamira in pun&is A & B
urgeatur a viribus @2qualibus Aa, B b, contrariis tantum, natura:

curve exprimetur hac @quatione 4y = - bdq ’2(25 ’&:’__’f %’; 3:: 'y >

que integrata dat y =y 2E£ k’i’z—_ bgx% ; que eft pro Cir-
culo, lamina ergo hoc cafu in arcum Circuli incurvatur, cujus ra-
dius erit = ‘?bif\_,

dy—=—

14. Cum igiltlur videamus non folum Circulum in curvarum Enumtera-
Elafticarum clafle contineri, fed etiam in ipfis infinitam varieta- iotighn
tem locum habere; operz pretium erit hic erumerationem OmM-= 4icysm,.
nium variarum fpecierum in hoc curvarum genere contentarum :
inftituere. Hoc enim modo non folum indoles harum curva-
rum ‘pcnitius perfpicietur ; fed etiam, cafu quocunque oblato ,
ex fola figura dijudicare licebit, ad quamnam fpeciem curva
- formata referri debeat.  Eodem autem modo hic fpecierum di-
verfitatem conflitemus, quo vulgo linearum algebraicarum fpe~
cies, in dato ordine contentz enumerari folent..

5. Aif]ugt':'o generalis pro curvis Elatticis . . .

Y { :'fjf;:- Tyﬁxxx'i'ixxxf). > initio abfciﬂiupm - axe

P

)=
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nendo y == 1, accipiet hanc formam fimpliciorem :
— (adxx)dx a2 v “_ s
dy——‘/(a,_(“_*_xx’,) . Quia vero eft 4*— (a4 xx)
== (44 — a—xx) (44} a4 xx); ponatur 44 —a ==¢c¢, ut
fit « =— 44 — ¢¢, atque zquatio tranfibit in hanc formam
— (aa— cctxx)dx e . .
dy= ‘/(“:_“_xx S{2as—m et RE) Qua 2quatione expris
matur natura curxe AMC, potita abfciffa AP =x, & aEpli-
cata PM =y. Cum ergo fit =0, directio vis laminam Elaf-
ticam incurvans erit ad axem AP in ipfo pun@to A normalis ,
idcoque A D reprafentabit directionem vis follicitantis, qua vis

ipfa erit = 3—%’}‘&, exprimente E# £ elafticitatem abfolutam.

per intervallum > promoto, & pro == fribendd 4 4, fea po-

. _ . dy __ aa—cc
16. Si ponatur x=o, erit I = eV (aar—u) quEex

preflio przbet tangentem anguli quem curva AM in A cum
axe AP conftituit; cujus anguli finus erit = 2%=—=%, Qua-

re fi fuerit 44 = o0, lamina in pun&to A erit normaiis ad axem
AP, nullamque habebit curvaturam, propterea quod vis incur-

vans 3%5 evanefcit. Cafu ergo quo 4= eo, prodit laminz fi- .

gura naturalis, hoc eft linea re¢ta: qua ergo primam fpeciem
linearum Elafticarum conttituit , quam reprafentabit reta AB
utrimque in infinitum producta.

17. Antequam reliquas fpecies cnumeremus, conveniet in ge-
nere circa figuram Elafticz quafdam obfervationes inftituere, Ine
telligitur autem angulus PAM, quem curva in A cum axe AP

conftituit, decrefcere, quo minor evadat quantitas <4, hoc cft
2E

 quo magis vis incurvans 2ERR ineendaur. “Atque fi evadat a#

aq
==¢s, tum axis A P ipfe curvam in A wnget. ?xodﬁ -
tem fuerit 44 < ¢c, tum curva A M, que adhuc derfum excur-
r¢bat, nunc furfum verget, quoad fiat 4 == § ¢#; quo cafu

tapgens
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tangens curve in re¢tam Ab incidet. At fi fiat 42< L ¢c, tum
angulus P AM prorfus fiet imaginarius, ideoque in A nulla
exiftet curve portio, qui diverfi cafus fpecierumn varietatem
conttituent.

18. Ex zquatione porro intelligitur, quia formam fuam non
mutat, fi coordinate x & y amba negative ftatuantur , curvam
circa A ramos habcre fimiles & zquales AMC & Ainc al-
ternatim difpofitos; itaut in A fit punGtum flexus contrarii; un-
de cognita curve portione A MG, fimul ejus continuatio Amc
ultra A cognofcetur , quippe qua illi eft fimilis & aqualis. Sic
fumpta Ap=—AP, erit quoque pm = PM. Recedendo
autem ab A, curva utrimque magis ab axe reclinatur, donec
fumpta abfciffa = A E ==, applicata E C curvam tangat; nam-

que pofito x == ¢, fit j—i’ == 0. Perfpicuum autem eft abfcif-

fam x ulra AE = ¢ excefcere rion pofle ; alioquin enim
fieret jlx imaginarium ; hinc ergo tota curva continebitur in-
ter applicatas extremas E C & ec, ultra quos cancellos egredi
non queat. Jam ergo generatim cognitos habemus binos cur-
ve ramos A C & A c utrimque ab A ufque ad cancellos pro-
tenfos.

19. Videamus ergo quonam curfu curva ultra C & c pro-
grediatur. Hunc in finem fumamus re¢tam CD ipfi AE paral-
lelam pro axe, ac ponamus has novas coordinatas CQ =z, °
QM =u; eritque t+ ¥ =AE=CD =¢; & y + »
=CE=AD=/; unde it x—=¢— 12 & y—b— =,
feu dy = — d». His valoribus fubftitutis , erietur aquatio
pro curva inter coordinatas CQ =1 & QM =&, quz crit
(aa—2ct42tt)ds

ds = Vi(ac—1)(2sa— 2t ¥ 1) Hic primum patet,
fi fumatur # infinite parvum, fore du = za:j : - » ideoque w==

ay —’5—; qua zquatio indicat curvam ultra C fimili modo ver-
Euleri De Max. & Min, Kk fus
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fus N progredi incipere, quo ex C ad M extenditur. Am:
biguitas autem figni v/ in denominatore aquationis luculenter.
declarat, applicatam » zque negative accipi pofle atque affirma-
tive: unde manifeftum eft, rectam CD efle curve diametrum,
atque. adeo arcum C N B fimilem & ®qualem fore arcui CMA.

20. Simili autem modo re&a cd, ex altera parte axi AE
per ¢ parallela duca, erit curve diameter ; propterea quod ra-
mus Acb fimilis & zqualis eft ramo ACB. In punctis crio
B & b, erunt quoque punéta flexus contrarii omnino uti in A ;
unde curva fimiliter ulterius progredietur. Habebit ergo cur-
va infinitas diametros CD , cd, &c. intervallo eodem Dd a
fe invicem diftantes ac parallelas inter fe ; hancque ob rem cur-
va conftabit ex infinitis partibus inter fe fimilibus & aqualibus;
atque ideo tota curva cognofcetur, fi unica tantum portio AMC
fuerit- perfpe@a.

21, Quiain A eft pun&um flexus contrarii, ibidem erit ra-
dius ofculi infinite magnus; id quod ex ipfa curve natura pa.

tet.  Cum enim curva in A follicitetur a vi = i%n{‘in direc-
tione ADj; erit in quovis loco M, fi radius ofculi ibi ponarur.
== R, ex natura elafticitatis Ef—y‘x = F—ki; unde fit R =

aa
2x

"punélis C'» ¢, ob AE = A e==1, erit radius ofculi =-§-:— i

in his fcilicet locis maxime a re@ta B A'b remotis curvatura eft’
maxima. '

22. Etfi autem pro pun@o C conftat abfciffa AE =¢-
tamen diftantia E C nifi per integrationem @quationis

—_— (aa—ccHxx)dx .. .
dy——x/(cc——— xx)(2aa ——.”mdcﬁnmnonpotcﬁ. Si

epim poft integrationem pondtur x==¢; valor ipfius y dabit:
diftantiam CE, qua bis fumpta prebebit diftantiam A B, feu
itervallum D.d, inter diametros. interjacens. Simili. modo-

intg--

. In pun&o ergo A radius ofculi eft infinitus; at veroin
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integratione opus erit ad laminz incurvatz A C longitudinem
determinandam. Cum enim pofito arcu AM = s, fic

aadx

V(cc—xx)(2aa—¢c4xx)’
x = ¢, dabit longitudinem curve AC.

23. Cum autem iftz formule integrationem non admitt ant ;
per approximationem valores intervalli A D & arcus curve
A C commode exprimere nitamur. Ponamus in hunc finem
(aa—22)dx
zv(2a8a—33) 2

ds=— hujus integrale , pofito

V(e —xx)=2z; etitque PM = y=

& AM == fmf—'-:—é{’;). Eft vero per feriem V(z;_u)
= G+ B L B 4 k)
unde fiet - :

s= fdx (& + TxZ 4 3x§+%x§+&cg
= et 4 pxd e e e

24. Quia autem hac integralia tantumh pro cafu ¥ =¢ de-
fideramus ; quo cafu fit 2==o0, ea commode ope peripheria
Circuli exprimi poterunt. Pofita enim ratione diametri ad pe-

. o . rdx dx 7. _
fipheriam = x: =, erit [ —f‘/(“__xx)— 5 Ppofito .

poft integrationem x==¢. Pari modo autem fequentia integra-

lia jta determinabuntur, ut fit
. /

1 T
z2dx == — X—~—
Sz X5 6t
Vdx == 13T ;»
S3 _ :7..4.>< 2
Setdx = 139 T ¢
2.46 2
Tdw—m 123 3T X 3
[7dx= 2.4..6.6>< 2’
. &,

Kk 3 His
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His ergo integralibus in fubfidium vocatis , cric = .
4
AC Wa(I+I.Ixcc +Ll'3'3><c++&c.)

2V2 2.2 2aa % 2.4.4 4a .
— . ma £c 1_2 < 1.3.3.9 a2
AC-AD= 2 Jz( 2aa+2.4x4a"+2.4.4.6x 8a* + &c.).

Ex his ergo reperiuntur AD & A C ut fequitur:
B P L NP O L
AC= 22 (r+ 2* x 2a4+2’.4‘x4a’ z‘.4‘.6‘x a‘+&c')
1* 3 cc 1%.3* gt 1t3tet 7.t

vl T X T a3 T e 5 e )
Si isaque detur AE —=¢, & AD =4, ex his 2quationibus
& re&ta conftans « & longitudo curve A C definietur. Vicif-
fim autem ex data longitudine curvea AC, & reta 4, per
quam vis infletens determinatur, reperiri poterunt retz AD
& CD.

2 5. Quoniam igitur fpeciem primam conftituimus, fi in 2qua-

. S e (ra=—cctxx)dx .

tione generali dy — V(e —x2) (282 —ec F =) fueric.
c=—o0, feu ":‘ == o0, quo cafu linea refuleat reprafentans fta-

tum laminz Elafticx naturalem; ad eandem fpeciem primamre-
feramus quoque eos cafus, quibus ¢ eft quantitas quamminima,
ita ut pre 4 pro evanefcente haberi queat. Quia ergo x ip-

fam ¢ fuperare nequit; etiam » pre « evanefcer, ideoque ifta:
adx

prodibit xquatio dy = - Cor—n) > Cuius integrale eft

Ly = Vaz'Aﬁn —c’f—, quz cft zquatio pro curva Trochoide in

infinitum elongata. Fiet autem AD =.:7"2-,a qua ipfa cur--
ve longitudo infinite parum tantum difcrepat , propterea’quod’
angulus D A M eft infinite parvus. Sit longitudo laminz ACB.
==1f, ejulque elafticitas abfoluta == E 4 #; ob f= 2’:/'2 ’
erit vis ad hanc curvaturam infinite parvam laminz inducendam:

fcq‘li-,
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requifita finite rﬁagnitudinis & quidem == ERk, %’5. Scilicet fi
extremitates A & B colligentur filo AB,, hoc filum contrahi.
debebit vi- = —f%

26. Secundam. fpccaem conftituat cafus, quo ¢i>o0, attamen Spcies fo-

¢ < a; [cilicet fi ¢ contineatur”intra limites o & «, His enim "
cafibus angulus D AM re@o erit minor; eft namque anguli

PAM finus, feuanguli DAM cofinus == £2—%= — ——< Hoc er-
go cafu, forma linez curve talis fere erit qualem Figura 6,
reprafentat. Quia igitur eft ¢ < 4 erit -‘—‘— < 3; cum vero fit

2”:>o serit utique AC =/ -75- undc aa < ff ;.

quare vis, qua extremitates laminz A & B ope fili AB ad fe
invicem attrahuntur, major erit quam. cafu pracedente , nem-
pe > El}kx

27. In tertia fpecic unicum complc&or cafum’, qUo C==4", Sfecics:
?ma hoc cafu axis AP curvam in pun@o A tangit: hzcque tervia-
pecies fingulare nomen curve Elafticz reGangule obtinuit. Erit

ergo dy == xxdx s & ds = ———%ifx—,vj. hoc igi--

(a* —x*) v (a
tur cafu A D & A C ita fe habebunt ut fit:
AC=f==7% (v+ L i+ L+ 0L T,r+<‘5cc)
_____11 __x_‘ 3. U3 5 1035
AD—"L'"zq/z(I %13 24.x34. 254560 gg ~ &)

Quanquam autem hinc, neque 4, neque f per 4 accurate affi-
gnari poteft; tamen ahbn m?gncm relationem inter has quanti-
tates locum habere demonftravi. Scilicet oftendi effe 46— 744,
feu eeQangulum ex AD & AC formatum erit aquale arex
Circuli cujus diameter eft = A E. Reperietur autem, calculum.
fubducendo, proxxmc f= ? ><——, itaue fit e = s—;’ hinc vis

P . Kk 3 qua.
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qua laminx cxtremitates A, B ad fe invicem contrahi debent ;

. l‘ 3 . \ .
erit == gf—}.kx;{ ax. Propius vero reperitur f=— ;’—V‘; 1,1803206,
hincque & =7%f = V‘-’;x 1, 1803206 ; unde in numeris puris

erit {—-: 1,311006, & —i—::» 0,8346112.

28. Si ¢}> 4, orietur fpecies quarta, eoufque patens, quoad
fiat AD ==46 = o; qui alter limes ipfius ¢ definictur per hanc
xquationem :

S NIVERVILLENEE it UL IO AMETE It i iV (O 28 :
== 3% X o + 2*.4? x7x4a*+2'.4'.6‘x"xsu‘ + &
In hac ergo fpecic cum fitc >4 ; curva in A fupra axem AE
afcendet , ‘angulumque conftituer P AM, cujus finus erit =
-”: “%; mox autem videbimus hunc angulum P A M mino-
rem effe quam 40°, 41’; quoniam fi hunc valorem acquirit ,

intervallum A D evanefcit , quem cafum ad fpeciem quintam

. . - * - c‘
refero. Hinc in fpecie quarta continentur cafus quibus —

inter hos limites 1 & 1,651868 comprehenditur, Harum au<
tem curvarum forma ex figura intelligitur; dummodo notetur,

quo propius -E—i ad pofteriorem limitem 1, 651868 acceflerit 5

eo minus efle futurum intervallum A D, eoque propius lami-
nz terminos A & B ad {e invicem adduci. Fieri ergo poteft
ut laminz gibbofitates m & R, item M & r, f¢ mutuo non fo-
lum tangant, fed etiam interfecent, atque hujufmodi interfeétio-
nes in infinitum multiplicabuntur, donec omnes diamewri DC,
dccoincidant , atque cum axe A E confundantur.

29. Hoc fi evenerit, orietur fpecies quinta, cujus natura hac
exprimetur @quatione inter coordinatas AP = x & PM =;

— (.CC-—-aa-—-xx)dx ]

d')' — V(cc—xx)(2a8 — cc4 xx)° exiftente hacdinter
¢ & ¢ rclatione, ut fit intervallum A D == # =0, Ponatr
cc

—
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ce . . . .. -
722==v, atque v ex hac @quationc infinita definiri debet
X. 3

. 1.1.3.§ 4 , 1.1.3.3.5.7 ..
=227 + 22.44° +2.2.4..4..6.6w + &

Quarantur primum per methodos: cuique folitas, vel faltem ten=-

tando , limites inter quos verus valor ipfius v contineatur , at~
uc hujufmodi limites reperientur v = o, 824 & v ==0, 828.
hxod fi jam uterque fubftituatur in 2quatione ex erroribus bi-
nis oriundis, concludetur tandem fore v == o , 825934 =
5‘;‘;; unde fir ﬁ-: 1,651868 & = ”“ ==0,651868; que
expreffio cum fit finus anguli PAM , ex Tabulis reperietur
hic angulus = 40°, 41’; ideoque hujus duplum, feu angulus
MAN, erit =81°, 82’. Quare fi laminz elaftice extremita:
tes coufque ad fe invicem adducantur , ut fe contingant; twm
curvam AMCN A formabunt, & ambz extremitates in A an-
gulum conftituent. —81°, 212/, ’ .
30. Si ambz cxtremitates laminz A & B’, poftquam ad fe
invicem fuerint adductz, au®a vi in plagas contrarias a fe in-
vicem diducantur ; orietur curva hujus forme AMCNB, quz
fpeciem fextam conftituat.* In curvis ergo-ad hanc fpeciem per-

.. o .. €C - o cc ’
tinentibus, erit — >0, 825934 ; ita tamen ut. fit 2 ST
Quod fi enim fit ¢c== 244 orietur fpecies feptima mox ex-

plicanda.. Erit ergo in his curvis angulus P AM., quem curva:
in A cum axe conftituit major quam 40°, 41’ , minor tamen

ccC——aa

reo: cum enim ejus finus fit = —

retus fieri poteft, nifi ponatur co=—=244.
31. Sit jam cc== 2 24, quo calu fpecies feptima conftitui-
tur, atque natura curva exprimetur hac 2quatione
(da—xx)dx . . , C A
dy = *vV(aaa—xx)} ex- qua. colligitur ,- curva ramos A
& B infinitum extendi jta, vt reta A B fiat curva alymtota.
Eict. ergo uterque ramus AMC.& BN C infinitus, id quod ex

ferie.

s0bce <244, fi-
nus ifte ncceffario eft minor finu toto ; neque.crgo angulus P AM:

Species:
ﬁ.ﬂu.
Fig, 9.

Specier”
Jeptimad.

Fig. jo..



264 DE CURV!S
ferie fupra pro arcu A C inventa intelligitur ; erit enim
_ xa L: L_,',B‘ 1% 31-71 :
AC“—‘sz (I + 2:+ a2 4: +2’.4".6". +&C-),Cﬂ-
jus feriei fumma eft infinita. Quod fi igitur lamine longitudo
A C fuerit finita ==, neceffe eft utfit « = o, hincque ctiam
CD =¢==0; lamina ergo, poftquam in nodum fuerit in-
curvata, hoc cafu iterum in dire@um extendetur, ad quam ex-
tenfionem opus erit vi infinita.  Sin autem lamina fuerit infinite
longa, curvam formabit nodatam ad afymtotam AB conver-
gentem, exiftente CD =<, /quatio autem pro hac curva
ope logarithmorum integrari poteft, obtinebitur enim
y =/(cc—xx) —--g- IC+V(c;—xx),
fumptis abfciffis x in ipfa diametro DC; ita ut it D Q==x, &
QM ==}y; evanefcit enim applicatay, pofito x—=CD =«¢. In
nodo autem ‘Q applicata y pariter evanelcit: ad quem locum
24/ (cc—xx) — cd=/(cc™xx) Sit
c. x )

inveniendum,ponatur
P x CC——XX .
© angulus cujys cofinus == . & finus == Y(ce—xx) - ), erit

2fin. @ == /tang, (45°+ L @), qui logarithmus ex hyperbo-
ficorum genere fumi debet; cujufmodi (g::lon fi deficiat , fuma-
tur ex Canone vulgari logarithmus tangentis anguli 45° 410,
a cujus chara&eriftica denarius auferatur, ﬁu}uc refiduum =—u;

quo fa&to erit 2{in. @ == a. 2, 30258509 : fumeadis ergo ite-"

rum logarithmis vulgaribus , erit /2 4 /fin. @ —= /v 4

0,3622156886, feu /fin. p=/{w + 0,061 1856930. Hoc
artificio tentando, mox vero proximus valor anguli 9 elicietur;
unde porro per regulam falfi verus valor anguli ¢, ex eoque
abfcifla ¥ = D O definietur. Reperitur aurem hoc modo an-

gulus 0 =73°, 14’, 12", unde prodit-f-: 0,2884191, &

vl :— =) 0, 9575042 ; angulus vero QOM fit =20
— 90=756", 2%, 14", ideoque angulus MON = 112°,
56, 48", Cum igitur fpecie quinta angulus nodi efet 81°, 22/,

in
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in fpecie fexta angulus nodi M ON continebitur inter limites
81°, 22’ & 112°, 56/, 48". In fpecie quarta autem fiquidem
detur nodus, erit ejus angulus minor quam 81°, 22",

33. Sit jam cc}> 244, puta cc == 244 4+ gg; erit zqua-
tio pro curva, ob 4 ¢x=""££ >
(xx—1Lec— Legg)de
V(ee—xx)(xx—gg)
tava continetur , eritque , fi reta d D d reprafentet dire@ionem
vis follicitantis, ¥ =D Q_& y=QM. Primum ‘ergo patet
applicatam » realem effe non pofle, nifi fit ¥ > g, tum vero x
non poteft excedere retam D C =~, unde fumpta DF —= ¢,
tota curva continebitur inter reas ipfi d d parallelas per punc-
ta C & F duftas, qu#e curvam fimul tangent. Perinde autem
eft utra retarum ¢ & ¢ fit major, dummodo fuerint inzqualess
" @quatio enim non variatur fi reGx ¢ & ¢ inter fe permutentur,
Dcinde vero hec curva quoque habebit infinitas diametros in-
ter fe parallelas DC,d¢, dc, & que per fingula puntta G &
H ducuntur re&x pariter ad d D d normales; nufquam autem
per totam curvam dabitur pun&um flexus contrarii , ideoque
continua curvatura mtrimque in infinitum progreditur, uti figura
indicat; anguli autem qui in nodis conftituuntur M O N majo-
res erunt quam 112°, 56, 42”.

33. Cum in hac fpecie non folum contineantur cafus quibus
22 <c¢c, fed etiam quibus gg > ¢ ¢, unicus adhuc fupereft ca.,
fus quo ¢ =g¢ , quo quidem tota curva in fpatium evanefcens ,
ob, %ZF =o, redigitur. Quod fi autem utramque ¢ & g fla-
tuamus infinitam, ita tamen ut earum differentia fiat finita , cur-
va finitum fpatium occupabit. Ad ecam ergo inveniendam, po-
natur g==¢ — 2h, & x===¢c—h—1; atque ob ¢ = o0,
quantitates b & # vero finite, erit ;ee+-Lgg==cc —24k;
& xx— Lec——igg==— 2¢2; (UM VEIO ¢¢ — X x ==
ac(b+1), &xx—gg=12¢(h —1); ex quibus fequens

e . tde . .
prodibit aquatio , dy = Jbh =77 Pro Circulo. Laming

Euleti de Max. & Min, Ll clatica

» qua zquatione fpecies oc-

dy =

Species
ollava,

Fig. 1r.

Species
nona.
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elaftica ergo hoc cafus in Circulum incurvatur; uti fuprk jani
annotavimus ; Circulus ergo fpeciem nonam atque ultimam conf-
tituet.

34. His enumeratis fpecicbus , facile erit pro quovis cafu obla-
to affignare , ad quamnam fpeciem curva formata pertineat. Sit
lamina elaftica in G muro infixa , termino vero A appendatur
pondus P, quo lamina in figuram G A incurvetur. Ducatur
tangens AT, atque ex angulo T AP totum judicium erit pe~
tendum. Si enim hic angulus fuerit acutus, referetur curva ad
fpeciem fecundam; fin fit rectus ad tertiam, eritque elaftica rec-
tangula, Quod fi angulus- T A P fuerit obtufus , minor tamen
quam 130°, 41/, curva adfpeciem quartam pertinebit;ad quintam
autem fi angulus TAPfit = 130°, 41’; fin autem angulus TAP
major fuerit , curva fub fpecie fexta continebitur.. Ad feptimam
vero pertineret, fi ifte angulus fieret duobus rectis zqualis ; quod
autem nunquam fieri poteft. Hac igitur fpecies cum duabus fe-
quentibus produci nequit laminz immediate pondus appendendo,

35.. Ut igitur pateat quomodo reliquz fpecics laminam
incurvando produci queant, laminz in B fixz , non immediate,
fed: virgz rigide A C.cum lamine termino A firmiffime conne--
x2 in C appendatur pondus P’, quod trahat in dire@ione CD;
Sit intervallum A C.= 4, elafticitas laminz abfoluta == E#¢,
& anguli M AP quem lamina: in A cum horizontali conftituit,.
finus ==m. His pofitis, fi ponatur abiciffa AP =1 & appli»-
cata PM.=y, reperictur pro. curva ifta. zquatio.

_ di(mEF—Phs —LP1s)

EF—(nEFF—Phi—iPrr)) ~

Ponatur jam CP'=x=4 4 ¢, quo zquatio ad formam qua:

in. divifione  fpecierum ufi fumus , reducatur ;. erit
dx(mEbk4 LPhh— 4 Pxx)

Y(E T —(mEkk+ L Bhh —§ Pxx )",

dy =

dy =

qu® comparata cum forma:

oy — dx(aa—ccdxx)
)= V.(cc——xx)(2aa=——cc4 xx),
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dx(aa —cctxx)
—(aa—cctxx)*)

48 = 2%’3.- & YV Pcc— L Paa=—=mEkk+ L Phh;ergo
cc=2(l'|;"'>EU‘+ bk

{en J’=ﬂa‘ dabit L Pse=—=Ek#,feu

36. Curva ergo ad fpeciem fecundam pertinebit, fi fuerit
"-'—"L:-3&+bb <o, feuP <« _-—zﬁ-E—“ : qifi ergo angulus
PAM G negativus , vis P negativa efle atque virga in C fur-
fum trahi debet. Ad fpeciem tertiam curvatura pertinebit, fi
P— ——:%J%'-Ek—k- . Quarta autem fpecies prodibit fi ﬁtcri,t
amEki+ Phh>o,fimul vero amEtl+-Phh<2aFEkE,
exiftente « = o0, 651868. Sin autem fit P= 2(e p bm LERK ’
tum curva ad fpeciem quintam pertinebit. - Quod fi vero fuerit
Phhi>2(a —m)EkE, fimul vero Phh < 2(x —m) EkE,
curva ad fpeciem fextam eft referenda. Septimaque fpecies pro-
veniet, i Phh = 2 (1 — m) E #+. OQava autem fpecies ob-
tinebitur, fi PAb > 2 (1 — m ) Ekk; quare fiangulus PAM
fuerit reGus , ob 1 — m — o, curva femper ad fpeciem ofta~
vam pertinebit. Species denique nona orietur , fi fuerit # =oo;
uti jam fupra annotavi.

37. Qua ante de fpecie prima funt annotata infervire poffunt
viribus columnarum dijudicandis. Sit enim AB columna fuper copmra.
bafi A verticaliter pofita, geftans pondus P. Quod fi jam co. rum.
lumna ita fit conflituta ue prolabi nequeat; ab onere P, fi fue. Fi& 13-
rit nimis magnum, nil alind erit metuendum , nifi columnz in-
curvatio ; hoc ergo cafu columna fpeQari poterit tanquam elafs
ticitate przdita. Sit igitur elafticitas abfoluta columnax = Ei# :
cjufque altitudo AB — 2 f—=u, atque fupra §. 25 vidimus,

vim requifitam ad hanc columnam vel minim®m inclinandam effe

== zrEk__ 77 Fit Nif ergo onus geftandum P majus
4ff  ae LI s i
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fitquam E.a-'T"é-", nulla prorfus incurvatio erit muenda ; ton<

tra vero fi pondus P fuerit majus, columna incurvationi refifte<
re non poterit. Manente autem elafticitate columnz, atque adeo
cjus craffitie eadem ; pondus P, quod fine periculo geftare valet,
erit reciproce ut quadratum altitudinis columnz : columnaque
duplo altior quartam tantum oneris partem geftare poterit. Hac
igitur pracipue in ufum vocari poffunt circa columnas ligneas ,
quippe quz incurvationi funt obnoxie.
Euficie-  38. Quo autem vis atque incurvatio cujufque laminz elafti-
tisabfolu- cze a priori determinari queat; necefle eft ut elafticitas abfolu-
fedele ta, quam haGenus per E4# expreflimus, fit cognita; id quod
pr expe- unico experimento commode praftabitur, Infigatur lamina elaf-
Fing tica uniformis FH , cujus elafticitatem abfolutam inveftigari
oportet , altero termino F parieti firmo GK; ita ut fitum te-
neat horizontalem F H ; hic enim gravitatem naturalem neglige-
re liceat.  Alteri termino H appendatur pondus pro arbitrio
'famptum P, quo lamina in flatum AF incurvetur. Sit longi-
tudo lamine AF ==HF=f, re&a horizontalis AG —=¢, &
verticalis GF =4; qui valores omnes per experimentum erunt
cogniti. Comparetur jam hzc curva cum @quatione generali
(ce——aa— xx)dx
V(cc—kx)(28a=——ccxx)
in qua fi fuerint 4 & ¢ per f, g, b, definita ; erit vis incurvans
p— 2E&%, ideoque elafticitas abfoluta E4# = . P4a.

as

dy =

39. Quia jam tangens in F eft horizontalis, erit hic -j—: =o0,
ideoque ¥ ==y &— «a. Hincergo erit AG=g =1y (cs+—=e),
. &K aa=c¢c— gg; ideoque .
' (po=——xx)dx
. V(cc——xx)(cc— 248 4 xx) .
pofito autem hic %—=g, ficri debebity=— GF =4, feus==
— — (cc—gg)dx .
AF'__f, eft vero dv— =) Ce—
Jam fi pondus P fumatur valde parvum , ut lamina paulif-

per

dy =
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per tantum deprimatur ; tum erit ¢ quantitas valde magna ;
ideoque erit proxime !

V(cc—=xx)(co——2aggFrx)
—
(et —acegg +2ggxx—x) ¢ = — + 4 —EEE

x’ . 3 4
"+ ~5, ideoque integrando quoque proxime :

__ (ccm—pgg)xe  (co—sgg), (cc—go)eex® | (cc—gg)x?
§ = ‘_?cg_ -+ __céé&‘____ﬁ_& + _'-mc" .
— £8x 4 Lx g gex,
&y= = T ¢ 3c LT

o’ x*? x* 7
R

> X
‘——' ——— —T—'

3cc 14
: =g — 37¢’ 2", 2
Sltnuncx——g,ﬁctqucf——g—-go-gc—; b= .?:f_c + 3%

]
Quod fi ergo re&ta FG =4 in ufum vocetur,, etit e == ?E >

& 40— &fﬁie_;}'_ﬂ”_) - unde elicitur elafticias abfoluta

Eiéb =L (26_ 3h), qui valor a vero vix fenfibiliter

difcrepabit, dummodo lamin® curvatura non nimis magna indu-
catur.

40. Hac autem elafticitas abfoluta E £# primum pendet ab
natura materiz, ex qua lamina eft fabrefaa; unde alia mate-
ria magis, alia minus elatere pradita dici folet. Secundo quo-
que ita pendet a laminz latitudine, ut expreflio E£4 ubique
latitudini laminz debeat effe proportionalis, fi cetera fint paria,
Tertio verum craffities laminz plurimum confert ad valorem ip-
fius E£# determinandum, qua ita comparata effe videtur, ut,
cetetis paribus, E## fit ut craffitiei quadratum. Conjun®im
"ergo tenebit expreflio E# £ rationem compofitam ex ratione ela-
teris materi@ , latitudinis lamine fimplici, ac duplicata craffitiei
laminz, Hinc per experimenta quibus laitudinem & craffitiem

‘ Ll 3 mietiri

-~
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metiri licet , omnium materiarum elafticitates inter fe comparari
ac determinari poterunt,
Decwron. 41 Quemadmodum igitur ha&enus laminz, cujus curvatu-
enrala. tam determinavi, elafticitatem abfolutam E 44 per totam lon-
mina  gitudinem conftantem pofui; ita folutio eadem methodo pote-"

El:}j;l:bi. rit abfolvi , fi quantitas E## utcunque ponatur variabilis. Scili-

4is.  cet fi elafticitas abfoluta fuerit ur funftio quecunque portionis
F%% laminz AM, que fun&io fit =1§, poﬁto arcu AM =s;at-
quc exiftente radio ofculi in M=R; curva AM, quam lami-

na induit , ita erit comparata, ut m ca, inter omnes alias cjuf~

dcm longitudinis, fit j' &mmrmum. Solvetur ergo ifte cafus

per formulam fecundam gcncralcm Sit = pax s dp= qdx;
at 4§ = T ds, atque, inter omnes curvas in quibus eft
Sdxv (1 +pp) ejufdem magnitudinis, ca determinari debebit,

in qua fic / —3999%  minimum. Prior formula fxv/(142)

(14"’
. o g0 I
dat pro f:rmula differentiali — W—f’_-—-:” 3. Altera vero
S __§_q_q__5. cum /2 dx comparata dabit Z = _.._.9_‘1_...

Cum igitur pofieum fit dz—-de;+ Mdx + Nd + Pdp
+Qdg, n=[[2z]dx, &d[Z] —[M]1x+ [N]dy
- [Pldp; erit Ldn== _497d: . unch—--——— }

sz’

(14-p 4w
dn=ds=dxy/(1+pp); lJ;Oquc [2] ==V (1+pp)5
[M]-"‘OJ[N]——O,&[P]—-—-V—({—_'_—-Y Deinde vero
FﬂM:D,N:o,P: _‘_ﬁg.l_’_.’” &Q::,

- (1+4rp)”
2w dz= 1145 | Pipy Qg
(14pp) (r4pp)

C 4 Jam fumawr integrale fLdx = ..ﬂﬂ_’i_ —

G+2p)’

[
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(l +‘; i > fitque H ejus valor, fi ponatur x==«', cujus:
quidem conftantis « confideratio mox cx calculo rurfus evanef-

cet. Eritergo V= H — f Tt P P : Unde valor diffe«

rentialis fiet = — 3—:-—25"—‘1. [(P1V + ‘-:—é—,g . Quamo~
brem ex his duobus valoribus differentialibus nafcetur hzo
zquntio pro curva quafita
QU IRNNRSENPRY.? STUNS S '.._."JLQ.
G tamta -d' LF3 dx’y *
quae integrata dat _

b — ..__....
'V(I+PP)+G P4+ [PV , five'

4 -Hp . q99dS _,g
v( +pp)+ — Y V(I+pp)f r+pp>’+P dx *
ubi conftans H alias determmata in conftante arbitraria « com--
prehendi poteft , que ipfo conftans « ex calculo egreditur, Id-

girco. crgo prodibit hac zquauw
qd s

a9 _
VG- ) Giw =P~ =l ey
ultiplicetur hac quatio per dp == gdx, atque prOdlblt
_apdp — dg — 24P
k) T = R4 fogp /o T
Cum autem fit 42 = (——“—‘%—-—— + Pdp 4 Qdyg, erit Fapr
1+

=dZ— Qdg— —ﬁ—q—‘-’-lg—)g——z 5 quo- valore fubftituto ,,

emerget zquatio integrabilis hac::

—apdp 47— 2 dO — O d g — ﬁ's‘

pdp
= VQ +”)f(x+”) » Cujus integralis ef} ::

a ¥(1t+pp)4-Cp tr=2——Va/; +Pi ). e

o
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Vb + Gy = — V)R,
Quo fignum integrale tollamus, divifa zquatione per v'(1+4pp),
ea denuo differentictur ;

(l:z;’” - (r+p;;"‘ * ?xﬂs + Gt — G =

3: 2
quz per (—'i':qL multiplicata , prebet:
€dp _ ypdp 4 945+Sdq __ 35p9dp  —,;

24 2 (aqpp)tt (xdepp) ]
cujus, ob dp == gdx & dy = p dx, integrale erit

LX) Cx—r'77+'—8LL;:—,=°»
o
At ot =1 ;'” ) — radio ofculi R ; unde conftantes

¢ & y duplicando, orietur hec zquatio S —aflx— r)3

quz xzquatié apprime congruit cum €2, quam altera Methodus
dire®a fuppeditat. Exprimet enim &+ €x — ¥y momentum
potentiz incurvantis, reQa quacunque pro axe affumpta , cui
momento utique xqualis effe debet elafticitas abfoluta §
radium ofeuli R divifa. Sic igitur non folum Celeb. BE R~
NOULLII obfervata proprietas Elaftice pleniflime eft evita ;
fed etiam formularum mearum difficiliorum ufus fummus in hoc
Exemplo eft dectaratus. .

44. Si ergo curva fuerit data, quam lamina inzquabiliter
claftica a potentia CD =P, follicitata format; hinc clafticie
tas abfoluta lamine in quovis loco poterit cognofci. Sumpta
enim reta CP, qua ad dirc®ionem vis follicitantis eft nor-
malis, pro axe, ac pofita CP = x, PM =, arcu curve
AN ==+, & radio ofculi in M =R, ob ‘momentum potentiz
P ad pun@um M relatum =P x; erit S =Px; ideoque elaf-
ricitas abfoluta in punto M, quz et §, = P.Rx. Hinc

cum,
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cum, data curva, in fi nguhs pun&is detur radius ofculi R, elaf-

ticitas abfoluta in quovis loco innotefcit. Quod fi ergo ma-.

teria lamin2z, una cum craffitie , ubique fuerit eadem ; lati-

tudo autem ' fit variabilis : quia elafticitas abfoluta latitudini
eft proportionalis , ex curva formata latitudo laminx in fingulis
locis colligitur.

45. Sit ex lamina elaftica exciffa lingula triangularis fA f,
ubique ejufdem craffitiei. Quoniam ergo latitudo m m, in quo-
vis loco M, eft longitudini AM proportionalis ; f ita AM
==y, erit claﬂxcxtas abfoluta in M ut 5. Sit ea = El-:, ae-

ue laminz termino ff muro horizontaliter infixo , appendatur
cufpidi A pondus P;.quo laminz retamedia AF in-curvam FmA
incurvetur , cujus natura queritur. Pofitis autem in axe hori-
zontali abfciffa A p==x, applicata pm ==y, &arcn Am==y;

etit Px—= 'RIS_E denotante R radium ofculi in m. Muiltiplice-

tur hzc zquatio per dx, & ob R= - ddd > pofito dx conf-
tante , erit Pxdx— ___%ki’_f"_'d_dl : feu thtc +’dx’d£2 o.
: 5 .

At, cum fit 4. sdy ;Jd_y .:dydd:_'_d __.wlx ddy+d

Fig. 1%,

Fig 13

ds —  ds

obdds— jf’, critf“.l’;‘s‘f‘l-’::’jy —---}. ‘unde inte-
grando habcbltutpx,’:+4—- “I’+y 0

46. Sit dy =pdx, erit dr—-de( 1+22), & pol'to
ﬂk—: fiet 4+—-1y V—(—l—_*—_z';),xdeoquccrxt ‘i(Li'ﬂL _
+”’°V('P+”) "/("*'”) —3i que dlﬂ'ercntxata dat

—adp + 2x1x\/(l +pp) xxdp dy\/(1+Pp)
pN(x +.pp) TR qw(l +m

oritur #——y=— -zﬁ xd ‘”( 3 "HI) T Ponatyr 4p conftans,
Euleri De Max. & Mm. ; Ma ™ Cac
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ac differentiando erit — pdx = 2px "":‘d(; +rp) o+

2pd* (1 4 pp) 4 2xdxCibapg)  axdx gy

cd ¢
0:== cd:xpdp+»z xddx(x4pp)t2dx* (14 pp)+ 6pxdxs:
cujus quationis autem. refolutio. ulterior non- conftat.  Simpli-
ciffima autem- pro curva ¢ft 2quatio hze 222 - 4y — : = : ;.
quia enim pofito x ==o0, & y & s evancicere debeant, conftans
4.debet efle = a.. -

47. Hoc igitur modo. curvatura laminz , five wqualiter five
inzqualiter elaftice , determinatur, fi ab una- potentia- follicite-
tur ;. atque, quod pracipue eft. notandum , fi lamina naturali-
ter fuerit in- direGum extenfa.. ‘Quod. fi enim lamina in ftatu
naturali jam- fuerit curva ; tum utique a vi follicitante- aliam
curvaturam induet; ad quam inveniendam, prater follicitationem
atque elafticitatem , fimul figuram ejus naturalem noffe oportet:.
Sit igitur lamina elaftica naturaliter curva Bma, cujus quidem.
clafticitas fit ubique eadem , — E##; quz-a vi follicitante:
P in figuram BMA incurvetur.. Per A ducatur reta CAP
ad direGionem vis follicitantis normalis, qua habeatur pro axe;
fitque intervallum AC =, abfciffa AP="x, applicata PM’
—— s crit momentum: vis follicitantis pro punto M =.
P(c+ %)

48. Sit porro radius ofculi curve-quefitz in M'=R fuma--
eur: in ftatu naturali arcus am = AM =y, fitque in puncto
m radius. ofculi ==r; qui. ob curvam 2 mB cognitam dabitur
per arcum- .. In M ergo ,. quia curvatura major eft, radius
ofculi R_minor eft quam 7, atque exceffus anguli elementaris in-
M fupra angulum in ftam naturali erit = é‘_;'._!r_‘,,quieg.
ceffus erit effecns. a potemia follicitante prodactus.. Quamobrem.
erit P ( e x) =Ekk ( Tf‘--- —:—-);- qua cum per s detur,
erit zquatio pro.curva‘quefita; quz autem fic in genere {peQia--
ta ulterius reduci non poteft.. .

49. Po--
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349. Popamus ergo laminam in Ratu naturali amB habere
figuram circutarem; erit » radius ejus circuli qui fit = «, unde
fit P (o) =Ekk( TI{ —-E— ). Multiplicetur hec xqua-

tioper dx, & integretur; orietur P (1xx ¢ x‘+f') ==

Etk
B j{_' f’ : qua zquatio, fi loco ¢ fcribatur ¢4~ %’i’; abi-

=

g e o P —_d
bit in ik (Lxxbex 4 f) == "_-'ZZ‘ quae eft eadem z-

«quatio quam fupra pro lamina naturaliter recta invenimus. La-
mina -ergo natutaliter circularis in eafdem curvas incurvatur ,
quz laminz naturaliter recta inducuntur: tantum fcilicet locus
applicationis potentiz, feu intervallum A C ==+, pro utroque
cafu fecundum datam legem wvariari debebit. Exdem ergo no-
vem fpecies curvarum prodibunt pro figuris, quas lamina natu-
raliter circularis inducere poteft, quas {upra numeravimus. La-
mina enim circularis, fi intervallum A C capiatur infinitum ,
primum in lincam re&tam extendi poteft; tum quecunque po-
tentia infuper applicata eundem preftabit effectum, ac fi fola la-
minz elaftice naturaliter recte applicaretur. :

so. Ponamus autem , quzcunque fit laminz figura naturalis,
punétum C infinite diftare ; itaut momentum vis follicitantis ubi-

que fit idem , quod per E £ divifum ponatur=—;—; eritque
778 d
=1 -—I-=—:- + -%- Hinc ﬁetf—é:—;-

+ 47’ = amplitudini arcus AM; ficuti /° d-T’ exprimit ampli-
tudinem arcus am; quemadmodum quidem Celeb. Job. BER-
NOULLI hoc amplitadinis nomine in eximio Tra&atu De mo-
tu repeario uti cft folitus. Sit igitur 5-+ /d—ri arcus in circulo,
cujus radius = 1 fumptus, qui ob r per s datum, quoque in
s erit cognitus. Hinc autem reperientur coordinatz orjxogo-
mles x & y, ita ut fit

e

Mm 2 : x==



&g

quo Geometre vires. fuas excerceant..
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s =L fin (4 +/2L), & y=[fdseol - + L D;

unde curva quafita per quadratutas conftrui_poterit,

s1. Hinc determinari poteft figura amB, quam lamina in
fitu naturali habere debet, ut a potentia P in dire&tione AP
{ollicitante in lineam re¢tam A M B explicetur. Sumpta enim
longitudine AM ==y; erit momentum potentiz follicitantis
pro pun&o M = Ps; radius ofculi autem in M, per hypo-

od . . . I . LJ
thefin, erit infinitus feu — =—o. Sumpto jam in ftatu natu-

rali arcu am =y, pofitoque radio ofculi in m==r; quia hac
curva convexitate fua retam A B fpetat, in calculo praceden-

. . . E
te poni debet r negativum. Hinc eric Ps= —%-i , feurs
==«a; quz eft zquatio naturam curve amB comple&ens.
p e o l ’ . ,‘ .
s2. Cum igitur fit — ——_—;erxt/"-—'-—-— —; feu erit am-
. r aa Y 2aa

plitudo arcus a m ut quadratum ipfius arais. Hinc coordinate
orthogonales x & y pro hac curva am B ita definientur, ut fit

x == fds fin. =, & y==/ds cof. Z~: Scilicet in circulo, cu-

jus radius == 1, abfcindi debet arcus == 2’—;‘, cujus finus & co-

finus ad coordinatas -determinandas affumi debent. Ex eo au-
tem quod radius ofculi continuo decrefcit, quo major capiatur
arcus a m ==y, manifeftum eft curvam in infinitum non proten-

‘di, etiamfi arcus s capiatur infinitus.. Curva ergo erit ex fpira-

lium genere, ita ut infinitis pera&is fpiris in certo quodam punc-
to tanquam centro convolvatur, quod punétum ex hac conftruc-
tione invenire difficillimum videtur. Non exiguum ergo analy-
fis incrementum capere exiftimanda erit, fi quis methodum in-
veniret , cujus ope, faltem vero proxime , valor horum inte-

gralium /s fin, L—:;‘—” & fl.r- cof. 2‘7’4 affignari poffet, cafu quo
¢ ponitur infinitum ;. quod Problema non indignum videtur, in

s3. Sit
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'53. Sit 244=105b, & cum fit

ss st s s'° s
- fn. bbb 1.2.31;‘+ x.z.a.;;.gb" 1. z..!.’ﬂ“
. 4

55 s s s :
bb =TT + I.2.3.4b* 1.2.3.4.5.6b" +&ec.
coordinate x & y curve quzfite commode per feries infinitas
exprimi poterunt: erit enim

s? s7 s
x =

X136 1.2.§.7b‘ + x.z.a;ﬂ..s.ub“ —

Ty

+ &e:

€O£

1z ,'S

1.2...;2.151»"* +&e.

s
T 12.3.613° + &c-

J___'.‘

5
T T.2.5b* + 7 3. 4.96*
ex quibus fericbus vehementer convergentibus , nifi arcus s al-
fumatur valde magnus, valores coordinatarum x & y vero pro-
xime fatis expedite determinari poffunt. Verum cujufmodi va-
lores x & y acquirant, fi ponatur arcus s infinite magnus, ex his:
feriebus nullo modo concludi poteft. _

54- Quoniam igitur pofitio infiniti loso s facienda maxi-
mam parit difficultatem ; huic quidem incommodo fequenti
modo remedium afferri poteft. Ponatur f{ =w,ut fits==

0 bdv b v
5:/v;cnt ds — mﬁetquc,x-: TIW fin, v, & y =
A 7’35 cof. . Nunc autem dico- valores debitos pro & y, i

ponatur s == oo, inventum iri ex his formulis integralibus,

_‘L L—- L L — . I 4
= zf“"( Yoo m v O Sl ey e RS
— _I — I I — I
3= S G — k) T ) — ) T ) <ol
fi poft integrationem ponatur v = x, denotante » angulum.
- duobus rectis 2qualem. Hoc ergo modo pofitio infiniti qui-
dem evitatur , coritra vero feries infinita

— &ec. in calculum intro-

X I I
Ve VT y T iGeT )
ducitur , cujus fumma cum adhuc lateat, refolutio hujus nodi’
maxim adhuc difficultati eft obnoxia. .

Mm 3 55. Tra-



"278 DE CURP1S

Deln. 5. Tradita jam methodo inveftigandi curvaturam cujufe
cooa que laminz elafticz, f ea abuna vi in dato loco applicata
«laitice in {ollicitetur ; conveniet quoque curvaturam a ploribus, imo infini-
ﬁ:;fgﬁ"’“ tis, potentiis laminz elaftice inductam indagare. Quoniam ve-
L eines . 1o nondum conftat, cujubmodi expreflio his cafibus futura fie
qubui- vel maxima vel minima; methodo utar tantum direGta, quo
Tolitsita. €x ipfa folutione fortaffe proprietas ea, qua eft maxima vel mi-
te. nima erui queat. Sitigitur lamina elaftica, naturaliter rea, in

Fig. 18. ftatum A m M reda&a, primum a viribus finitis P & Q fecun-

dum directiones CE & CF interfe normales follicitantibus, tum
vero a viribus infinite parvis fingulis lamine clementis mu ap-
plicatis, & fecundum directiones mp & mgq illis CF & CF pa-
rallelas trahentibus ; quibus pofitis requiritur natura curve AmM
laminz indu&ta. ‘ '
- 56, Sumatur re@ta F C A produfta pro axe, ponatur AC
==¢, & vocetur abfcifla AP =x, applicata PM =y, arcus
.curve AM ==+, & radius ofculi in NF = R. Sit elafticitas la-
minz abfoluta conftans = E# #; atque fumma momentorum ex

omnibus viribus follicitartibus refpe@tu pun@i M ortorum 2qua-
lis effe debet %—k Primum quidem a vi finfta P in directio-

ne CE trahente oritur momentum == P(c 4 %), in eam
plagam agens qua vis elaftica 2quilibratur. Momentum autem
ex altera vi Q ortum, nempe Qyin contrariam plagam tendit,
€x quo ex viribus finitis P & Q conjun&im eritur momentum
P(¢+x) — Qy. Jam confideretur quodvis elementum la-
min® intermedium mgu, cujus refpondens abfciffa A p ponatur
=={, & applicata pm =4, fit autem vis clementum mu in
directione mp urgens ==dp, & vis urgens in direione mq
==dg; erit momentum ex his viribus pro punéto M ortum ==
(x—L)dp—(y—n)dy.

57 Ad fummam ergo omnium horum momentorum inve-
niendam , pun&um M, ac proinde x & y, tantifper pro conf-
rantibus haberi debent, dum folz coordinatz ¢ & y cum wviri-
bus dp & dg tanquam varigbiles fpe@antur. Erit ergo fumma

momen-



" ELASTICPS 79

somentotum a vitibus arcum A m follicitantibus ortorum == xp
—/fCdp— yp +[ndq; ubi p exprimit fummam omnium vi-
rium arcum AM in direGionibus applicatis p m parallelis follici~
- tantium , & ¢ fummam omnium virium arcum A m in dire&io«
nibus axi Ap parallelis follicitantium, At et /{dp— {p—
S?4C & fndg=—1nq9—[qdx; unde fit famma momentorum
ex viribus arcui Am applicatis ortorum == (¥ —{)p+4/pd{
—(y —n)¢—[9dn Promovecatur jam pan@Gum m: in M
ufque, fietque {==x, 1=y, & d{==dx atque dy==4dy;unde
fumma omnium momentorum per totum arcum A M fumpto-
rum erit == fpdx — f9dy. Quocirca obtinebitur pro curva:
quafita hec zquatio ﬂ}é =P (e+x)— Qy+pdx— f3dy,
ubi ergo p exprimit fammam omnium virium yerticalium feu in'
dire&ionibus applicatarum M P agentium, & ¢ fummam: om-
nium virium horizontalium. feu in direGionibus M Q_axi AP’
parallelis agentium per totum arcum A M.,

58..Si formula p 4x & g4y integrationem non admittant ;.
tum aquatio inventa per differentiationem ab his formulis inte~
gralibus liberari debebit , unde habebitur ifta zqpatio :

TER AR padx— Qdy + pdx— 4dy.

Sin autem nc\c“} nec ¢ per c:?)rcﬂiones finitas exhiberi’ poffint ;.
quippe quz jam exprimunt fummas infinitarum virium infinite
parvatum,, tum. per ulteriorem- differentiationem valores finiti p»
& g exterminari debebunt, ut tantum infint dp & d¢ cum dif-
ferentio-differentialibus ddp & ddg. Orietur autem, poft pri--
mam differentiationemy, — E4£4d. &‘;&x =dp _—-(Q'+9) x:

dy 4 .- dy . ~ . o
d. ﬁ‘-— 7,24 dg. Sit Z% ==w, eritque denuo zquatione dif-

.
ferendata .
d, _:‘_1%_ oy J
Ebk d = —d P2 —2dy—oad 8

e &quatio ad dﬂfcre:qalu q!mr ordinis afcendit. ,
59 Sine:
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59. Sint laminz, loco potentiarum verticalium & horizon-
talium p& ¢, in fingulis punctis M applicatz duz potentiz, al-
tera normalis MN = dv & altera tangentialis M T = 4+.

. . __ dxdv dyd: ___ 4dxdt  dgdv
Hinc erit dp = == + T S dg= — T &,

ob &y == wdr & ds ==dx {/(1+ww ), habebitur dp= -:-vua)

3+ de & da— de ____wde

Vi Few) = JiFaw) V0T aa)
przced. §. zquatione ultima fubftitutis, provenict fequens zqua-
tio 5

: quibus in

dR

d.
RRdx —dp 2wdv dv .
Bk T = e T ey T (e 0

qua multiplicata per ¥ (1 4 wa) fit integrabilis : pofito enim,
brevitatis gratia, £ == ﬁ%‘- » reperictur integrale,

___ J‘D(l-iwa)__ lzl(l-l-am)_ 3% I N
4 ,‘+ dw : EM( d;’ V(tow) + 2&&)
— 7 l__ o R I
=—EH{ = 4 ixBvaFen) T xR

—(1 o+ o)’ *d erit J‘=-—(I o aw) dx
da e R ’

Cum verofit R=

quo loco dw valore fubftituto , habebitur : ,
Rdv____ I ___ R R )
A—1 — “r==—Ek( 2 RR_ 45 4. RRds )
ob dxv (14 aw)=4ds. Quocirca zquatione ordinata ,
pro curva quafita orictur hzc zquatio .
Rdv . R R
.‘+ —JT_ ——-E“( —"2&&—4’ d- ———R_R_Jl ).

60, Primum quidem manifeftum eft, fi vis elaftica E £# eva-
nefcat, laminam tranfmutari in filum perfee flexile; arque hinc
in his @quationibus continentur omnes -curve , quas filum per-
feCte flexile a viribus quibufcunque follicitatum formare poteft.
Sic fi filum a propria gravitate tantum deorfum follicitatur, erit

: 7=o0,




.
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§ =0, & p exprimet pondus funis AM , eritqué ergo fgf

== Q == conftanti, fato P==0, qua eft zquatio generalis
pro omnis generis Catenariis. Sin autem filum perfecte flexile,
in fingulis puneis, a viribus quarum directiones funt normales
ad ipfam curvam follicitetur , ita ut in pun&to M filum follici-
tetur fecundum dire@ionem M N, vi =dv; ob =0, erit

&dd"" ==A == conftanti, quz eft proprietas generalis curvarum

Velariaram , Linteariarum', omaiumque in quibus hujufmodi fol-

licitationes locum habent.

61, Ad laminas elafticas autem revertor, de quibus mox ifta De coo-

quxftio prz ceteris notatu digna fe offert, cujufmodi figuram

accipiat lamina elaftica proprio pondere incurvata. Sit AmM eipices
hzc curva quz queritur, & quia fole vires verticales a gravita- P77
te ortz urgent, fiet P==o0, Q —o0, 4 =0, & p exprimet o

pondus laminze AM. Quare fi F fit pondus laminz longitu-
dinis «; quia lamina uniformis affumitur , eritp = 1—:—’ ; unde

curve natura hac exprimetur 2quatione — %’%‘: F ‘: =, Sit

amplitudo curve /° ds —u , erit R=% , & dx =dsfin. #;
unde , fumpto elemento 4s conftante , reperictur 2quatio
sds fin, # 4 E—"Fg-k. ‘%’f ==o0, quz autem ,quam‘:um primo in-
tuitu patet, ulterius reduci nequit. : :
62. Inprimis autem notari meretur curva, quam fluidumal-

. titudinis quafi infinitz laminz elaftice inducit. Sit AMB fi- ~Fig. 19

gura hec quz queritur, & pofito AP =x, PM =y, AM
=y¢; elementum M m in dire@ione normali MN urgebitur vi
ipfi ds proportionali ; unde erit dv =nds, & dt==0. Hinc

orietur vis verticalis dp = ndx , & horizontalis 4 g ==~ ndy; .

ex quibus ftatim fit p = #x & g ==— ny; ideoque in xqua-

tione prima fiet ?}{i =—..P(c+x‘) — Qy+ tnxx 4 L myy
Euleri 4 Mux. & Mis. N n Coor-

/
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Coordinate vero x & y ita quantitatibus conftantibus augeri

diminuive poffunt, ut zquatio pro curva hujufmodi faciem ac-
quirat xx 4 yy = A4 4~ -';{. Hac autem zquatio fi multipli-

+ ydy
R

— — xot yw — — —_— X
= f(—————-—-l +m,,)’°'z dw, [pofito dy == wdx] = T s

== ’-’ﬁz-_-i".’. Hanc ob rem, poft integrationem conftantibus

s
mutatis , prodibit (xx+_yy)’=d(xx+”)+'B(]dx-;-xdy) :

+C.Sity(xx4yy)==2 & y=wnz; efit x =2 v/ (1 ——ﬂ:ﬂ);
unde pdx — xdy == Z—2R0N, & dr s y/( e+ T2 ).

Io—=yuy

“cetur per xdx -}~ ydy, fiet integrabilis; eft enim /° xdx

du
Bagay ) J
— 22487 . . _ u o i
V(dzl+33dr'2, hmcunJ’)_—m:u—u)cocnc
dz(3%Y——Ad2*—C )
.:-_-36/(8’32—(;4—-43'._0)1). . CUI'V?.hzc .cfgo’
fi fuerit A=—o0 & C==o, erit algebraica; habebitur enim hxc
. du — zZJZ . 3zzdz . i
unatlo V(l—M)*J(B:—z‘)——a’V(a‘-——z‘j’ q
-

==dr, et z* — Az’ — C ==

Ergo pofito

'intcgratadatAﬁn.u=;Aﬁn.%:-, feu =5 = 38— 44"

= -3—3 —_ %’ ; unde hzc refultat 2quatio 2°==34'yzz—44'y*;
feu, ob 2z =xx+yy, hxc x* + 35°y* + 3xxy* 4"

==34’xxy—a’)y’.
,ﬁm" 63. Ex his etiam motus ofcillatorius laminarum elafticarum
rio lami- Utcunque ad motum comparatarum definiri poteft: quod atéz:
eaftics. mentum profecto digniffimum primum excolere coepit Vir
rum. _leb. Daniel BERNOULLI, mihique, jam ante complures an-

" nos, Preblema de ofcillationibus lamina elaftice altero termino
paricti firmo infixz determinandis propofuit, cujus Solutionem
. ) exhibui
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éxhibui in Comment. Pesropol. Tomo VIL. Ex hot antem tem-
pore, cum mihi commodius hoc Problema tractare comtigit ;
tum ctiam per commercium cum Celeb. BERNoULLIO plu-
res acceflerunt aliz quaftiones & confiderationes, quarum eno«
dationem, ob materi affinitatem, hic adjungam. Quando autem
motus vibratorius eft fatis promtus , tum fimul a lamina vibrante
fonus editur, cujus tenor ac relatio ad alios, ope do&rinz de
fonis, ex his principiis determinabitur. - Et quoniam fonorum in-
doles facillime ad experimenta revocatur; hec ipfo confenfus
calculi cum veritate explorari, atque adeo Theoria confirmari
poterit : quo pafto, cognitio noftra circa naturam corporum
elafticornm non parum amplificabitur. .

64. Primum autem monendum eft, hic tantum circa ofcilla-

tiones minimas quaftionem inftitui ; atque adeo intervallum,

per quod lamina inter ofcillandum excurrit, effe quafi infinite
parvum. Neque vero, hac limitatione , ufus & applicatio quice
uam diminuitur : non folum enim ofcillationes, fi per majora
? atia fierent , ifochronifmo deftituerentur ; fed etiam fonorum
itinGorum formatio, ad quam hic potiffimum fpe@amus, mi-
nimas ofcillationes requirit. Confidero igitur hic primum lami-
nam elafticam uniformem naturaliter re®am, cujus alter termi-
nus B pavimento immobili firmiter fit infixus, ita ut lamina fibi
relita fitum teneat reétum B A. Sit hujus laminz longitudo
AB=—u4«, cjufque elafticitas abfoluta in fingulis locis = Ek&;
ab cjus vero pondere vel mentem revecamus, vel infixionem
ejufmodi ftatnimus , ut cjus ftatus a gravitate turbari néqueat.
65. Jam lamina hac a vi quacunque impulfa vibrationes pe-

Fig. 20,

De ofil.

ragat minimas, circa flatum naturalem B A utrinque excurren- ‘o
do per minima intervalla Aa. Sitque BMa fatus quifpiam, cafice

quem lamina inter ofcillandum tenet ; qui quoniam infinite pa-
rum tantum diftac a ftatu naturali BP A, re&z M P, Aa fi-
mul reprafentabunt vias, quas laminz punta M & a percur-
runt, vel potius ha re&x ad vias veras rationem habebunt a ra-
tione zqualitatis infinite parum difcrepantem. Ad motum au-
tem ofcillatorium determipandum , abfolute necefle eft naturam

Nn a curva

altero ter-
Mino me
ro infixa,



284 DE CURPFPIS

curve BMa; quam lamina inter ofcillandum induit, noffe. Sie
igime AP=x, PM =y, arcusaM ==+, & radius ofculi
i. M= R; & intervallum minimum Aa =é; atque , ex
conditiont memorata , erit arcus s proxime aqualis abiciflz x,
ac proinde pro 4's fumi poterit 4x: pre 4x enim evanefcet 4y.
Et cum, pofito dx conftante, fit generatim radius ofculi =
3 3

T——-i = ' erit prafenti cafu R= 5—:—" ; nam curva BMa con-
vexitarem axi BA obvertit, & quia lamina in B mure firmiter
eft infixa , erit re@a A B rangens curva in punéto B.

66. His pofitis, tam ad naturam curve BMa quam -ad ip-
fum motum ofcillatorium determinandum , fit f longitudo pen-
duli fimplicis ifochroni : ofcillationes enim minimas efle ifochro-
pas, cum natura rei declarat, tum ipfe calculus inftituendus
monftrabit. Acceleratio ergo, qua laminz pun&um M ver-
fus P urgetur, crit=-l-"-f1-\-&= T’f. Quare fi mafla totius lami-
nz ponatur =M, qua per cjus pondus éxprimitur; erit cles

menti Mm =dsr==dx maﬂ‘a=de

menttm Mm in dire@ione MP follicitans erit ="%;-’-‘ ; fice

que vires , quibus fingulz laminz particulz ad motum actu cien-
tur , innotefcunt, cum ex ipfa curva BMa, tum ex longitu-
dine penduli fimplicis ifochroni £i Quoniam vero lamina a vi
elaftica revera ad motum incitatur ; ex hac cognita viciflim &
natura curve BMa, & longitudo penduli fimplicis ifochront
. determinabitur. _

67. Quoniam ergo lamina perinde movetur . ac fi fingulis
~ipfius clementis Mm in direGtionc M P vires effent applicate

= *‘%"—" ; fequitur, fi lamina fingulis clementis M m in direc-
tionibus contrariis M ®quales vires ”+-'l’° applicarentur, la-
minam in ftats BMa zquilibrari. Hinc lamina inter ofcillan-
dum eandem curvaturam fubibit, quam indueret quicta, fi in

fingu-

; unde vis motrix ele~

-
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fingulis punttis M follicitaretur viribus 11__!,_7‘_1%_5 in dire&ionibus

M. Per regulam ergo fupra§. 56 inveatam, colligantur om-
csihz vires per arcum aM applicatz, atque prodxbx: fumma

= = /’; dx, que ibi in locum xpﬁus 2 fubfticui debet. Quare
cum vxrcs relique P, Q. & ¢, quz ibi habebanmr, evanef-

cant ,- patura curva exprimetur zquatxonc ==/pdx:unde
_habebitur ﬂ‘i == fdx fydx. Cum vero fit R= :; >
erit 1_:%&___.1:1, == — f dx[ydx; & differentiando 2542 Ekkd 2 = de

=77
Xfydx: dcnuoquc differentiando prodxblt ifta zquauo differen-

tialis quarti ordinis. E4#d*y— ——{—‘in..

68. Hac ergo zquatione & natura curve B M a exprimitur,
& ex cadem, fi ad cafum oblatum accommodetur , longitudo f
determinabitur ; qua cognita, ipfe motus ofcillatorius innotefcet.
Ante omnia autem hanc aquationem integrari oportet: quz cum
pertincat ad id zquationum differentialium altiorum graduum

nus, cujus integrationem generalem ¢ exhibui in Mi/cell. Berol,
ﬁ/olummc VII, hinc fequens xzquatio integralis reperietur ,

ponendo brevitatis ergo Eﬂ—f ==¢*; prodibit feilicer

,—-—Aec+Be c-i-C'ﬁn——-+Dc:of
ubie dcnout plinerum cujus logamhmus hypcrbohcus eﬁ-— o
& fin. = & cef. = denotant finum & cofinum arcus==-" in cir-

culo, cu)us radxus ==1, affumpti. Tum vero A4, B, C, & D

funt quatuor conftantes arbitrariz per quadruplicem integratio-

nem introduéte , quas ex accommodatione calculi ad prafentem
cafum definire oportet.

69. Dererminatio autem conftantium fequenti meodo inflitue

' "Nn 3 tus.
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tur. Primum pofito x ==o, fieri debety =24 hinc érgo ori
cur ifta zquatm b=A+4 B 4+ D, quz cft prima.

< “ ? == fdxfydx; fa@o x == o, fieri

ddy __ . ddy__ 4 — B
dCbct ’_"——-O: atdt—l—x"—-c‘ e° + CC‘

-n'u

¢ —fin, = — — D cof. ”c : unde oritur hxc zquatio ferunds

o===A+B D
d!

Tertio, cumﬁt —/jdx pofito x==0, fimul T—

evanefcere debet: quia ergo erit dd Y= Adec — Be

— Ccofl. = +Dfn. — : prodit quatio tertia, o= A —

B—C.
Quarto autem  fi ponatur x =—u, apphcata yevanefcit , une

de obtinebitur zquatio guarsa, o —A ¢ec + Be ¢4 Cfin = -

0'8 -

o D cof. —
Quinto , qma AB cﬁ tangens curva in pun&o B ; fake
%= 4, fieri dcbet 7= ==o0:.unde prodit zquatio guista

o—Ae° —Bc ¢ +C'cof-‘-'--——Dﬁn -5-

Ex his ergo quinque zqumombus pnmum quatuor conftan-
tes A4, B, C, D definientur ; twm vero , in quo cardo rei

verfatur , determinabitur valor ipfius ¢ == ¢ M ; ex quo

lengitudo penduli fimplicis ifochroni £ elicietur ; quo ipfo, dura-
tiones_ ofcillatiohum cognofcentur, .

70, Ex zquationibus fecunda & tertia, conftantes C & D
ex_A & B ita definientur, ur fit

qui-
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qui valores in zquationibus quarta & quinta fubftituti dabunt

o=Ac + Be T (A—B)fin.~ +(A+B)cof. =
o==Ae¢ —Be 4 (d-B)cof. = —(A+B)fin. £ ;
ex quibus ervitur, -

—a -——
4 —c c+ﬁn.-‘;-—-co£-f- e ¢ cof £ 4 fin. 2
T=— = = —
e +ﬁn.f +cof.—“£ ¢T+cof.£c—-—-ﬁn -
unde obtinebitur hzc zquatio, |
a — G
o==24(ec e ?)coﬁ—},
2a - , a
feuec-coﬂ-f-+z¢7 3~ cof. -:—==o,'
que date © — ¢. Cum igitur e © fir quanti-
cof.—:- :

tas affirmativa, cofinus anguli — erit negativus; i’dcbque an:
gulus = reco major. |

71. Ex hac zquatione intelligitur dari infinitos angulos

quzfito fatisfacientes, ex quibus infiniti diverfi modi ofcillatio-
num ejufdem lamin®e oriuntur. Curva enim in uno pluribufve
pundis axem A B fecare poteft, antequam in B axem tangat ;
ex quo cjufdem lamina plures, imo infiniti, ofcillandi modi
zque fune poffibiles. Cum igitur hic inprimis contemplemur
cafum, quo B primum eft jpun@um, ubi lamina ab axe AB

tangitur ; huic cafui fatisfaciet minimus aogulus - @quationem
inven-
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inventam refolvens; qui angulus cum fit re@o major, ponacue
‘ —%— == ¢ = 4+ @; exiftente @ angulo re€to minore. Hinc,

ob fin. s— == cof. ¢, & cof. %-:::-—-—ﬁn. @, obtinebitur duplex
zquatio , _
[ —
= I+ cof. 4
fin. @
2 LY '

qua prabet, vele ¢ == tang.} @, vel ¢ ¢ == cot.{ @, quarum
pofterior minorem dabit valorem pro angulo ¢; que ergo ad
cafum propofitum erit accommodara. ‘

7a. Sequentes poffibiles ofcillationum modi reperientur, fi

pro — ponantur anguli duobis re&is majores , tribus vero mino-

e

res. Sic pofito f— =Jx—0@, erit fin. —:- == — cof. ,& cof. fc-
a . a8
==~ fin. ®; unde fitec = ’_'_}'L"r'_ﬁ.b, feu, vel e¢ ==
. . . fin. @ »
o .
tang. § ¢,vel ec ==cot. 1 . Simili modo alii ofcillationum
modi reperientur, ponendo -‘z— =Ix40; —:—- =Zix— 0,&c

Ex quibus omnibus , fi fumantur logarithmi hyperbofici, orien-
tur fequentes zquationes : ‘

L ta4o==lcot.l¢; Il. Lx+o=/ltang. L0;
L ;r——-¢=l€0t. I¥H 1V. %f—@:lmg. 1 0;
V. £x40=/cot. }@; VI Zx 4 ¢o==Ftang. . ®;
VI Z#—o==/cot. . @; VIIl. Zx—o@ ==/tang. . ®;
&c. '
Harum autem zquationum tertia congruit cum fecunda; pofito
enim L @ =%x—1L#0, ucfitcot. { P ==tang. ;0; tertia tran-
fitin £ 74 0 ==1/tang. 4, §, qua eft ipfa fecunda. Simili mo~
do quarta congruit cum prima : tum quinta & o&ava intet fe
con-
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conghiunt ; atque fexta cum feptima, Quamobrem fequentes tan-_.
sum prodibunt zquationes diverfz : : ;

1 x4+ 0=17cot. L O

I. t#+@o=1{/tang L0

Il. x4+ 0=/ cot. L 0o

IV.ix4o="/ung o

V. 24+ @=1{/cot. £ 0

VI{»+4+0=1/tngi?®
. &ec.

' 92. Logarithmus autem hyperbolicus tangentis vel cotangen-
tis cujufpiam anguli reperitur, fumendo logarithmum Tabula-
tem , indeque auferendo logarithmum finus totius, atque refi-
duum multiplicando per 2, 302585092994 5 qui labor ut fuble-
vetur denuo logarithmis uti conveniet. Sit # logarithmus hy-
perbolicus tangentis feu cotangentis anguli L @, qui quaritur ;
fumatur ex Tabulis logarithmus ejufdem tangentis cotangentif~
ve, qui logarithmo finus totius multatus ponatur =w». Cum
-etgo fit¥ =2, 302585092994 X% ; erit , fumendis logarithmis

vulgaribus , _
. . lu=— /v 4 0,3622156886.
Hoclogarithmo invento , cum fit ¥ = —:— 7 40, eritly =

¢ 1; # +0). Ad hoc evolvendum, angulus @ in partibus ra-

dii exprimi debet, quemadmodum & 7 codem modo exprimi-
tur, dum eft = == 3, 1415926535, ac propterea . . . .
1x==1,57079632679. Angulus autem @ codem modo ex-
primetur, fiis in minuta fecunda convertatur, atque ab hujus
numeri logarithmo fubtrahatur conftanter §5,3144251332; fic
enim prodibit /@ ; ex quo ad numeros regrediendo valor ipfius
@ cruitur.  Erit autem conftanter pro unoquoque ofcRlationum
gcnerc;‘—=w==‘="—'é— x4+ 0 :

4. His circa calculum inftituendum monitis, per approxi-
w“ éulm De Max. ¢ Min, Qo matio-
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mationes valor anguli ¢ pro. quovis ofcillationuny genere’ non -
difficulter eruetur, Tribuendo enim pro. lubxtu ipfi- @ valores ali-.
quot, & per caltulum determinando, & - 7 +@, &/ t‘“‘g e,

mox valor ipfius ® prope verus cognofcctur. Q_uod f autcm
habcantur limites anguli @. utcunque remoti, ftatim invenientur
limites propiores, €x hlfquc tandeq: verus valor ipfus @.. Sic

pto ®quatione prima T = {7+ @ =1 cot. { 0, fequentes li-
mites anguli @-erui 17°, 26, & 17°, 27, ex quibus pcr e--

-quentem calculum verus valor ipfius @ obtinebitur..

0. = 17°% 26'. o? 17°% 27, 0¥
in min. fec.=  62760" 62820"

log. = 4., 7976829349 | 4, 7980979321
* fubtr. 5> 3144351332 |' §,3144251332
L@ == 9, 4832578017 | 9,4836727989:
® == 0, 3042690662 | 0,3045599545%
I® == 1, 5707963268 1, §707963268"
17+ @ == 1, 8750693930 | 1,8753562813.

@ = 8%,43,0" | 8°,43,30
licot.’; @ == 10, 8144034109 | 10, 8139819342
' v = o, 8144034109 | o, 8139819343
. lv = 9,9108395839 | 9,9106147660.
add. = o,3622156886 | o, 3622156886
i%. == o,2730552725 | 0,13728304546"
# = 1,8752331540 | 1,8742626675%.
diff. 4+ 1677610 | — 10936138:

Ex Hhis ergo. utriufque.

limitis - erroribus: concluditur: forc Q=
17,26, 7" ;—Z—i’, &-§1+¢,‘.fcu'—;== 107°%, 36' yad -——. Cl.lm-.

¥ero- in minutis fecundis fit. @ == 62767,98, wit.
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10 = 4,797738152%
fibwr. = 5, 3144251332
94833130193

- ¥80 0 == o,3043077545
add, L v = 1,5707963268
= == 1,8751040813

] .
quo invento, erit Bﬁ ==138g. ; @ == 0,1533390624. Reperirur

<rgo ratio conftantium 4 & B, ex quibus & ratio reliquarum

<onftantium C & D ad illas cognofcetur.
. 75- Reftat adhuc prima #quatio b= A+ B+ D, que;
‘ob- D= A4 B, abit in b =24+42B; ideoque 4 + B
=24 cum ergo fit -g-:.tang. 19, fict Bl(x+tang.§¢))
) - | N

o 1933390624 fingule xquationis conflantes fequenti modo
determinabuntur : '

tang. ; @ — 01533390624
3(r+ang. 10) ~  2,3066781:48

1 1, 0000000000

2(1 +tang. § @) 2,3066781248
— 1 4 tang. { @ == 0, 8466609376
2 (14 wang.{9) 2, 3066781248
r+tang {Q - = . 151533390624
3(1+4zang L9) '2,3066781248

I

I

DAL LR DN

quibus inventis, natura curve aMB, quam lamina inter ofcillans
dum induit, hac exprimetur ®quatione

—_
2 -4 .48, 74.Cc 2, D >
e ke Tt 3o 2

76. Quod autem ad ofcillationum velocitatem attinet, o4
: Qo 2 cX
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ex zquatione -3‘- == 1,8751040813 cognofcetur. Ponatur bres
vitatis gratia: #» ==1,8751040813 Ut fit # ==no.

Et cum fir ¢* = Ei%'lif , ubi i:— cxprimit  gravitatem
fpecificam laminz, & E## clafticitatem !abfolutam ; eo mo-
do, quo hatenus fum ufus, erit «*==a*, Ekt. —, £, ideo-
que f == ’—'; —E—‘FE . —{[;, ex quo. longitudo penduli fimplicis.
ifochroni tenebit rationem compofitam ex quadruplicata longitu..
dinis laminz , fimplici gravitatis fpecifice , & inverfa clafticita.
tis ablolucz.  Sit ¢ longitudo penduli fimplicis fingulis. minutis
fecundis ofcillantis, ita ut fitg == 3, 16625 ped. Rhenani; quia:
durationes ofcillationum funt in fubduplicata ratione pendulorum,
tempus unius ofcillationis a lamina noftra elaltica facte, erit =
v.f 44 , I 1 M Moo
Ve fccund. =mV IV Rk unde numerus ofcillas
tionum uno minuto fecundo editarum erit == ==/ ¢. E'# K

—;-{- » qui namerus exprimit foni quem lamina excitat tenorem..

Soni ergo a.diverfis laminis elafticis uno termino muro infixis
editi erunt in ratione compofita fubduplicata elafticitatum abs
folutarum direéte, inverfa fubduplicata gravitatum- fpecificarum,.
& inverfa duplicata longitudinum. Quare fi’ duz laminz clafe
tice tantum- longitudine differant, erunt foni reciproce ut- quar
drata longitudinum ; fcilicet lamina displo- longior edet fonumi:
duabus o&tavis graviorem:.. Corda autem. tenfa duplo longior.
fonum una tantum octava graviorem cdit, fi tenfioc maneat ca--
dem.. Ex quo patet fonos laminarum clafticarum longe aliam fe--
qui' rationem, atque fonos cordarum tenfarum. _ |
77. Quod ad naturam curvz a M B’ ultra terminos & B
continuate attinet, primum quidem patet curvam ultra « diver-
gendo ab axe B.A continuato progredi. Pofito enim & negae-
tivo. fies: - o C

==
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’ L —Z D x x
=Bec +Ae ¢~ Clin = «+ D cof. =
Hic jam omnes termini funt affirmativi, quia folus coefficiens C*
ante obtinuerat valorem negativum ; unde dum crefcitx, etiam.
y crefcere debet, quia numerus B. major eft quam A ; atque

: k- _
adeo terminus Be ¢ pravalet, Quam primum autem :i valo--
X

rem faltem mediocrem eft ideptum ; tum ifte terminus Be ¢
tantopere crefcit , ut reliqui termini prz eo quafi evanefcant.
Ob eandem rationem , quia curva in B radius ofculi non eft:

== oo ;- cft enim EI{!": -gfd'x f7dx; curva in Bnon habebit:

pun@um flexus contrarii, ideoque ad candem axis AB partem
ulterius. progredietur ; autta autem. abfiffa » ultra AB=u4«,

tum primus terminus 4 ¢© mox tam fit magnus . ut reliqui pra:
¢o pro nihilo reputari-queant..

78. Hic igitur cft primus ofcillationum modus inter illos in-
numerabiles, ad- quos eadem lamina. fe componere poteft: Se»
cundus modus in reprafentatus quo lamina in B fixa axem. Fig: 2«i.

AB in uno pun@o O trajicit , deducetur ex 2quatione - =
tr4-d=Itngid,feubhacir—P=lcot. L p= —:—
Hic per nonnulla tentamina inveni angulum ¢ contineri intra.
hos limites, 1°,2/, 40 & 1°,.3', o', ex quibus'ut ante verus:
valor ipfius @ eruetur..
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] ‘ ¢ — lo’ ’t,4°r 10’ 3" O"
ia.min. fec. = 3760" 3780" .

log. == 3,5751878450 | 3.5774917998
fubtr. == 5,3144251332 | 5, 3144251332
/@ = 8,12607627118 | 8,2630666666

@ == 0,0182289944 | 0,018325957L
ix = 4,71234889_8_04_114..71338898;43
-%- == 4. 6941599860 | 4,6940630333

1P = 31,20 * 31, 30"

fcot. + P == 2,04032552577 | 2,037951174%
lv == o, 3096845055 | ©0,3091937748
add. 0,3622356886 | 0,3622156886
I# == 0,6719001941 | 0,6714094634

8 == 4,6978613391 4,6925559914

_:. == 4,6941599860 | 4.6940630133
Error 437013531 | — 15070309

Ex his erroribus concluditur verus valor anguli ¢ = 15 35

4 2 %2 = 268", 575 5" DL Cum igiow G

P = 3774, 313" eiit -
I1$ = 3,576826406¢
fubtr. = 5,3144251333
8, 26140127292
@ == o,0182979009
a;x = 4 7123889804

== 4,6940910795

nl.

Sonus ergo lamina priori modo ofcillantls erit ad fonum ejuf

dem laminz hoc modo vibrantis, uti eft quadratum numeri

1. 8751040813 ad quadratum numeri 4, 6940910795, hoc eft
ut
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ut x ad 6, 266891 , feu in minimis numerisut 4 ad 25, fen ur:
1 ad 6 %, Unde fonus pofterior erit ad priorem duplex o&ava:
cum quinta & cum hemitonio fere.

79.. Pto fequentibus ofcillationum modis ejufdem laminz elaf-
tice , quibus lamina inter ofcillandum axem. A:B:in duobus.
pluribufve: punétis interfecat, fit angolus- ¢ multq minor. Sic-
pro tertio modo habetur hxc @zquatio I » 4 @ =/cot.. ¢:

= -i:-_#. Cum-ergo G+ P— cor $ @, ob.® angolum:
vehementer parvum , erit TP =T (1 p o0+

vy T PR Sk LI S
?¢ +&c')&c°t’ z¢ il_¢__:l‘_ ¢l: ——? 6 .

3 43 .. .- . ¥y 2. .. . ——.{ A

Hinc etit proxime =% == -5;.»ndcoque¢ =2 3% & pro--

piits .= ———; unde erit %-=:,fm+- 2 — 3
r4le3® 7 42

qui’ pofterior terminus eft quim-nﬁniixxus;. Simili modo pro:
quarto.eillationum .modo, erit prokime-%-=;‘r.— 285" .
& ita porro: ob lios alteros terminos. evancicentes , ipfins:
= valoreserunt v, 4 =, &c. qui co minus a- veritate aber--
rabunt, quo ulterius progredientur.. - _ _

8o.. Confideremus jam laminam’ ¢lafticam: nmufquam.fixam ;. p;  eogs.
fed liberam vel plano-politifimo incumbentem', vel remota.gra- riowites
- witate, in fpatio vacuo verfantem.. Facile autem: pater hujuf- 7%

modi laminam motum ofcillatorium recipere pofle, dum lamina era.

ach fefe incurvando alternatim' cis & ultra flatum quictis- AB  Fi- 22+

excurrit.. Motus igitur ifte ofcillatoriis fimili modo-, quo in.

cafu przcedente , definiri poterit, dummodo calculus débito mo--

do ad hunc cafum accommodetur:. Sit: igitur acb figura la--

minz- incurvata- quam inter ofcillandum obtinet, at- ACB fit:

fitus cjufdem laminz in ftatu equilibrii, per quem in-quavis of--

cillatione tranfit. Ponatur, ut ante; longitudo laminz AB=4q,

pjus claBicisa abfoluta ==FE£#. asque. pondus feu; mfﬁs—‘,]‘é’--
Deinde:
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Deinde fic abfciffa AP = «, applicara PM ==y, atcus aM

==¢, qui cum ablcifla x confundetur; ita ut flaui queat ds

3
==dx; ex quo radius ofculi in M orietur _%1— = R. Siv

autem porro applicata prima Aa==4. His po!itis, ratiocinium
ut ante inftituendo, ad ecandem pervcmctur @quationem % =

R
ddy
oF fdx [1dx = —A}P——

81. Si igitur ponamus ——“-—L == ¢*, ubi £ ut ante expri-
mit longitudinem penduli ﬁmphcxs ifochroni ; habebitur, inte-
grando, pro curva hxc zquatxo

y—dAe +Be c+crm. 2 4D cof. 2

" qua ad prafentem cafum ita accommodabitur,  Primo, f pona:
tur x ==o0; fieri debet y==4; unde fit
b=A4+ B+ D.

Sccundo, cum fit c—‘—d - == fdx[ydx; pofito x == o

fieri debet 22% d =0, undc prodit
o-—A+B——D
Temo,cum fir h, 3 =/ydx, pofito x==o; fieti quo-

- que debet & Jx’ ==¢, unde nafcitur:

o—=,4— B— D.
Quarto, & ponatur x ==&, cvanefcere debctfy dx , feu

i, ; propterea quod /7y 4x exprimit fummam omnium vxmun

Jaminam in dire@ione ad axem A B normali trahentium , quz
fomma finon effet = o, ipfa lamina motu locali promoveretur,
contra inftitutum ; erit ergo, ob hanc rationem ,

-9——_—-467-—-B¢ € Ccof. < +Dﬁu.-—-._. .
Quinto
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Quinte; quia lamina in extremirate Beft libeta, ibi curvatus |

tam nullam habere poterit; eritque ideo, pofito ¥ =4, quos
quc‘.‘—j—‘i’.i == gq; unde erit '

oly

o= Ac¢cc + Be- - C fin. —E —-_D cof. -2_‘-.’
His igitur quinque conditionibus in computum dudis, non fos
lum quatuor conftantes A, B, C & D determinabuntur; fed

etiam fra&tionis —— valor reperictur ; ex que proinde longitudo

penduli implicis ifochroni £ innotefcer.

82. Ex harum -zquationum fecunda & tertia, obtinetur
D= A+ B, & C= A4 — B, quiin fequentibus fubftitu-
ti przbebunt
o — .'467 —— Be

o=—=Jdec + Be
¢x quibus reperituf:

ala

— (A—B) cof. & 4-( A+ B)fin. =

*s|a

—(4=B) fin. £ —(4+B)col, 2 ;

-— 4 - 0
-

tecof X ~fn. 2 - o -_—fin 2 o
£=¢_ cofc ﬁnc= e ¢ ‘ﬁn.c+co£c.
B L oo s, L

ex qua aqualitate elicitur ifta zquatio

- @ a !+ﬁﬂ-—‘-—

— . a 'f — - [
o=—2—¢c¢ COf, = ==¢ ¢ cof —;leuec == p
¢ cof. &

unde fequentes formabuntur 2quationes
. "

- Euleri De Max. é'- Mp.. . P p 1L
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. ie—o@==/wung. {0, quzdat f—-'=:o‘.-
pro fitu laminz naturali

sr—@==lcot. L ®

ols -
Il

r+¢=léot. io

|

xoe @ x=ICot. 1 O

r4+o0=1Ilcot. 10

LA ) |

r—@Q=1cot. 3@
&ec.

83. He 2quationes iterum indicant innumetabiles ofcillatio=
num modos , in quorum fecundo lamina femel tantum axem
AB interfecabit , in tertio bis , in quarto ter, in quinto qua-
ter, & itaporro.  Ex quibus intelligitur modos fecundum, quar-
tum; fextum &c. ad prafens inftitutum non effe accommodatos.
Quoniam enim in his numerus interfeGionum eft impar ; lami-
na fitus inter ofcillandum in fecundo foret ealis, qualem Figura
23 reprafentat , in quo quamvis fumma virium follicicantium per
totam laminam evanefcat, tamen .ab iis lamina circa pun&um
medium C motum rotatoriuth acquireret : quia vires utrique
femiffi aC & b C applicatz ad eundem laminz motum rotato-
rium inducendum confpirarent. ‘Quam -ob cavfam, cum om-
nino motus rotatorius excludi debeat, figura laminz , quam in-
ter ofcillandum induit, ita debet effe comparata, ut non folum

rig. »2. virium follicitantium toti lamine applicatarum fit =0, fed etiam
ut earum fumma momentorum evanefcat ; quod obtinetur fi cur-
va in pun&o medio c, diametro cC fit pradita. Quod evenit
ficurva axem A B vel in duobus, vel in quatuor, vel generatim
in pun@orum numero pari fecet; ex quo zquationes tertia ,
quinta, feptima &c. Solutiones tantum convenientes prabebunt.

84. Hazc ipfa limitatio in ipfa Problematis propofitione

X : .con=

s <<EBa=#=
als a|s ofuolsafs
|

UL A
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Eontenta reperietur , fi cjufmodi tantum curvas admittamus ;
quz rectam C ¢ habeant diametrum , feu in quibus valor ipfius
» prodeat idem , fi loco » fcribatur s— ». Ponamus ergo in
xquatione generali 4—x loco x : atque prodibit

a -2 -—a X

y==Acie c4Be ec+Chin Sicof £ mCcof <. 2

+Deofl Zcof = o+ D fin, =.fin. 2
quz cum congruere debeat cum quatione

- ¥

,=A¢7 4 Be © 4 C fin. —%+ch£ :—.i
fiee AcT=B,C(x+coL -E-):Dﬁn..-‘i—,& C fin, s
=D (1 ~—col. 7'- ) ; quarum duz pofteriores congruunt.

Cum ergo fic -g ==e <, hocvalore cum fup&ioribus toms
parato prodibit : | '

e 7-—cof.-‘-:-—— ﬁn.—:-=x-e

-8 . I+C0£'%+ﬁn.i' '!+ﬁno.
—~ c Smna—
‘cu‘ = of.—‘-._ a = ‘- a ful ‘..
. tcol= ﬁll-; . ¢l — 1—fmn, ~

: a 1—fin 2 | _
_ 85, Erit ergo ¢c = £ : ficque in xquatione

cof, =
p
‘o i ﬁn-_ ‘-‘_ . '
== ——=; femiffis tantum £ cafuum fus
~ cof, -:- D

pra exhibitorum, fcilicet ii qui funt numeris imparibus, pre-
fens Problema sefolvent, Quare cum prima quatio contineat
| Pp a lagni~

a
¢

[ ]
[3

prius inventa ¢
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tibus 2quationibus continebuatur :

DECURPIS
lamine ftatum naturalem , omnes ofkillationum modi in fequen«

Pe———
a—

—
————

I -f— et P==lcot.L O
ﬂ--:—=§ vt P=icot. P
1! —:— Lrdd=12cot.{ O

&c.

p)

A}

ZEquationum ergo harum prima prabebit primum eumque prin-
cipalem ofcillandi modum, pro quo valor anguli ¢ fimili modo,

quo fupra, per approximationem reperietur,

Limites autem an-

guli @ mox. colliguntur effe 1°, o*, 40" & 1°, 1’,0", x quibus
per fequentem calculum verus ipfius ¢ valor cruitur.

o6 fd
kI

1%, 8', 40° 1°,1, of _.
3640" . 36607
3, 5611013836 3> 5634810854
5)3144251333 5)3144251333
8, 2466762504 8, 2490559522
0, 0176472180 0,0177441807
4,7123889804 4,7123889804
4, 7300361984 47301331611
30’ 307 30’5 30"
3,0543424743 2, 0519626482
0,3126738453 0, 3121694510
0,3622156886 0, 3622156886
0, 6748885339 0, 6743851396
4> 7303983543 4, 7248186037
+ 636341 + 53145574
’ 636341
dif. 52509333

Hinc
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Hinc intelligitur verum valorem ipfius @ non intra iftos lie
mites contineri, fed aliquantulum effe minorem quam 1°, o',
4o". Nihilo vero minus is ex his erroribus reperietur. Sit enim
@ ==1%0";40" — »"; erit 20": §3509233 =1": 636341;
unde reperitur » — 2423 i ut fic

1
o 6
¢ =1°,0,39 7_-1———2200.

Cum ergo fit ¢ == 3639, 7576" erit _

- AP = 3> 5610724615
fubtr. 53744251332
8, 2466473183
0, 0176460428
4, 7123889804

4,7300350232,

Il

Ww
sls 3 o

86. it hic pumerus ==gm, erit,ob ¢* =E—€§—‘f, .Y =
" mt, Ekk I T 7, . - :
uéw > & f= :n. K e Unde pati modo numerus
ofcillationum ab hac 'lamina uno minuto fecundo editarum, erit
= lnf Vg Ekk. fi’ exiftente ¢ == 3, 16625 ped. Rhen.

Quod fi ergo eadem lamina, nunc altcre termino B muro in~
~ fixo, nunc libera ad fonum edendum incitetur , erunt foni
inter fe ut »» ad mm, hoc eft ut quadrata numerorum
1, 8751040813 & 4, 7300350232, hoc <ft ut 1 ad 6,
363236. Ratio ergo horum fonorum erit proxime ut r1 ad
<70 : horum ergo fonorum intervallum conftituet duas o&avas ,
cum quinta & hemitonio. Sin autem pofterior lamina libera du~
plo longior capiatur quam prior fixa , intervallum fonorum erit
. fere fexta minor, ‘ ~ '

$7.. lIavento hoc valore Fractionis —-‘:— ; ®quatio pro curva,
Pp 3 quam -



Yoz D currrs
quam lamina inter ofcillandum format, hactenus indeterminacd
poterit determinari, Cum cnim fit -

a 1 —fin. -2 . 1 —fin. -2
0c = %, &rit B = ‘- AXC=HA—B
CO{::- CO[-‘;

=A(co£-s—+ﬁn.—:—-— 1): cof f—,&D::Ai'-B
= A( cof.~~:— — finn, _;. <1 ): cof, —:—.Jamcﬁ£='A+B
+ D=2 D= 2 A(cof. -:-'-—-ﬁn. %-{-x):cof.%; unde fit
P é cof. -“3— m:&(x-i-ﬁn.%— coﬁ—:-)
z(cof.%—-—ﬁn.—:—+x) 4 fin. %

B_i(l_-—ﬁn--—:-) | 6(—~1+ﬁn.-§-+cof.—:- )

s(cofl 2—fin £ +1)  4fin =
b(—1x+fin. = 4 cof ) __ b(x—cof )

l

2ol 2 —fin241) o fm =

y  bfin £
D="E=-—‘——‘tb
: aﬁn»-—;—

His fubfticutis orjtur hac wquatio : % =

eT_ co£—3+ke_-_:(x.—ﬁn. —;—) (x*ci%)‘ﬁn.-f— +ﬁn.:—foﬂ-’-:

z(l—-ﬁn.—:-+cof.—:-) 2 fin. %

88. Quia autem re@a Cc ¢éft curve diameter, pco‘na'tur abls
ciffaa puncto medio G fumpta CP ==x, erit ¥ =1 4G—z.
| nde
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—‘-;— , 8 -3 —3 r — fin. 2
UﬂdCﬁte"z-gxcg € =g °¢ V c,&
cof, =
) £
- s cof. =- 4 2 -2
c==c°c ¢ . e +Be ¢
e c==ecy —§ €% quo crit 7
I—&I-T
et ' 3 -
(ec4e c) ¢ cof %(’x——ﬁn.'%) ec e ¢
— — — —
2 (1 —fin. = + cof. _;‘_)' _. 2{e“+‘ “)

Tum vero erit (x—cof —')'ﬁn 3—+fn — cof — ==

ﬁn—+ﬁn - ﬁn.(———-—)+ﬁn(2‘ A

C

2 fin. = cof qm‘bus fub(hfntns » oritur hec quatio :
’ 2
- =  cof =
‘,*“ T+ —; que ot forma fimplicifima ;

et g BF . cof zc

e

qua natura curve aMcb exprimi poteft : manifeftam autem
eﬁ fi ve £ fumatur affirmative, five negative, eundem effe pro-

d:turum valorem applicatz 5, Eft vero ez¢ 4 3¢ ==

2 cof. -=-
26

\/cof s

39, Sx jam ponatur z=o; przbebit j valorem apphcatz

: I-s/COf'~ . C
o . c
Cc;entcrgo?-‘g-fr_.- < L

Invenimus autem angulum— = 271°, 0’5 39;%

~ a4
2 cof.— cof. —
26
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!+VCO£-§— s . a
. —___'—_l el 1 = o
=z — == 4 fec. 2c+3f¢:c. 2‘1/c<>f. — Ateft
1] 2‘

cof. -i:— == fin. 1°, o', 39;}” & cof, "';"c == {in. 45°, 30', !9:-'.

Hinc reperitur %‘i— == 0, 607815. Deinde fi ponatur y —o,

_reperientur pun&a E & F quibus curva axem interfecat.  Eric
ergo

3 -3 cof.—:- - -a zcof._z_
et e ¢ = a(e¢‘+¢ 3¢) == Z,
cof.; YCOf-T

ex qua per approximationes reperitur -
" CE AE
CA==0s 551685, & T ==0, 448315.

Dum ergo lamina ofcillationes peragit, hzc pun&a E & F rele
tabunt immobilia; ex quo hujufmodi motus ofcillatorius , qui
alias vix a&u produci poffe videatur, facile produci poterit. Si
enim lamina in pun&is E & F hoc modo definitis figatur , tum
perinde ofcillabitur ac fi penitus effet libera.

90. Siecodem modo tra&etur xquationum fupra inventarum

fecunda -f- = 1,‘,-"-'+ @ ==/ cot. @ ; quo quidem cafu repe-

rietur proxime @ ==0; tum prodibit fecundus modus, quo la-
mina libera vibrationes abfolvere poteft, fecando fcilicet axem
AB in quatuor pun&is ; ideoque lamina perinde ofillabitur ,
ac fi in his quatuor punétis effet fixa, Viciffim ergo, fi lamina
in his quatuor pun&is, vel eorum duobus tantum quibufvis fi«
gatur ; tum, eodem modo ofcillabitur ac fi effet libera; fonum

autem edet multo au®iorem ; quippe qui ad fonum przceden-

~tem modo editum rationem tenebit fere ut 7* ad 3*, hoc eft,
intervallum erit duarum oQavarum cum quarta & hemitonii fe-
miffe.
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mifle. Tertius ofcillandi modus, quo eft —'—:— =ilx 4+ —

£ cot. @ , habebit fex curvxe acb interfetiones cum axe AB;
fonufque -edetur plus una.ofava cum tertia minore acutior ;
huncque fonum lamina edet fi in duobus illorum Yex punctorum
figatur. Hinc patet quam warii foni ab cadem lamma, prous
in duobus punctis diverfimode hgitur, edi queant; & nifi punc-
ta bina, quibus infigitur, congruant cum terfedionibus in mo-
do primo , vel fecundo, vel tertio, atque adeo ofcillationes fe-
fe ad modorum aliquem fequentium, vel etiam ad infinitefi-
mum componant , tum fonum fore tantopere acutum, ut perci-
pi onmine nequeat, feu quod eodem redit, lamina motum of-
cillatorium prorfus recipere non poterit: vel faltem , inftar cor-
da vibrantis, cui ponticulus ita fubjicitur ut partes nullam meer {e
tencant rationem rationalem, fonus minus diftinGus producetur.

9o. Infixa nunc fit Jamina elaftica in utroque termino A &
B; ita tamen ut tangentes curve ir his punéis non determinen-

Fig. 2
De ofcillae
tiombus

tur. Ad hunc fcilicet cafum in experimentis producendum , 1a- lamine 2

minz in utroque termino infigantur tenniffimi aculei As,BG,

elaflice

qui paricti infixi reddant laminz extremos terminos A & B im-~ frmo 4-
mobiles. Ad motum ofcillavorium hujus laminz elaftice invef- »=.

tigandum , ponatur , ut ante, elafticitas abfoluta lamine =
£kk, longitudo AB = «, & pondus = M, atque longitu-
do penduli fimplicis ifochroni =£. Sit A MB figura curvili-
nea, quam lamina inter ofcillandum induit, ac ponatur abfciffa
AP =AM = «, applicata PM =y, & radius ofculi in
M =R. Sit porro P vis, quam dculeus A« fuftinet in di-
re&tione A «, & quia vis, qua elementum Mm in directione

Mxu urgeri debet quo lamina in hoc Rtatu confervetur , eft
m Mrdx, o las fupra defecri i
F== g erit, per Regulas fupra delcriptas , 2quatio pro

curva hzc

Bk __p,_ M.
R == Px affdxfydx

Eft vero R = — 3;;‘; quia curva vetfus axem eft concava
| Euleri De Max. ¢ Min, Qg unde
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unde fic —E.’L}g,-'-i-’i =§Iffdxfjlx—— Px.

Fa&to ergo x == o, erit radius ofculi R in A infinitus, ideo-
que ddy==o..
. 91. Sihzcxquatio bis differentictur; prodibit eadem arqua-
tio, quam pro cafibus prazcedentibus invenimus,

M
E[‘d’] _ 77.]4’:“
Ekk af
M

Quod fi ergo ponatur ==¢*, erit xquatio integralis

— X
[4

_y=4Ac 4 Be " +Cfin.Z+ Dol 2.

Ad quam determinandam, ponatur x = o, & quia fimul y eva-
scfcere debet, erit o = A4+ B + D.
. Secundo, ponatur ¥ =« & quia pariter fieri debet y ==o,erit

o= e +Bc ¢ 4+ Cfin. 24D cof. 2.
Tertio, quia %if’— evanefcere debet, pofito & x =0 &
y==4; fiet .
o=A+B—D,&o=Ac"+Be ¢—Cfin.2—Decof. .
Jam zquationes o=A+B—~D& o =4+ B4 D
dant D=0, & B ==-— A; qui valores in reliquis duabus.
zquationibus fubftituti prabent

- 0 a -— R

o=A(*—e ©)+Clin2&o=MA ~c ¢)—Clint;

quibus. fatisfieri nequit, nifi fit 4'==o0, quia non poteft cfle

—— ——

£¢ =c ¢, prater cafum = ==o; tum vero effe debet

Cfin. =~ =o0. Hic cum nequeat poni C'== o, quia motus
. . . a -,

ofcillatorius foret ‘nullus , eric fin. — == e, .ideoque vel
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-‘— —_—, vcl £ — 2 x, &c. unde iterum infiniti diverfi ofcil-

latxonum onuntur modi , prout cutva A MB axem vel nufquam
prater terminos A & B fecat, vel in uno, vel in duobus, vcl in

pluribus pun&is; uti collxgxtur ex zquatione y =— C fin. —

Pun&a interfe®ionum ‘autem quotcunque fuerint , zqualxbus in-
tervallis inter fe diftabunt.

.93. Cum jgitur pro primo ac prmcxpah oaallandn modo fit -

a

—;"-‘1, erit 4* == x* ¢t ==a* xEHx—J-{— X f, undc fiv .,

M .
= —,x r: ’t’t — ; Quare ratione longitudinis lammae, fo-

ni iterum tenebunt rationem reciprocam duphcatam longitudi-
num. Sonus autem hujus lamine hoe modo editus fe habebit
adfonum cjuldem lamina, fi altero termino B muro eflet infi-
x2, uti 7 ad quadratum numeti 1, 8751040813, hoe eft ut,
2, 807041 ad 1, feu in numeris minimis ut 57 ad 160, quod
intervallum eft o&ava cum tritono fere. Si ofcxllauones e ad

fecundum modum, quo et — ==z, componant; fonus fiet
duplici o&ava acutior 5 fin {' t —'~ =3, fonus acutior ﬁet tri-

bus o&avis cum tono majore , quam cafis quo = == w; 5 & ita

porro. Quz quo facilius ad experimenta rcvocan queant ; n0--
tandum eft ofillationes hic quam-minimas poni, it2 ut nulla la-
. minz elongatione fit opus. Quare, ne tenacitas laminz, qua
etiam minima extenfioni, fine qua ofcillationes iftz peragi ne-
queunt, relu@atur, hic alterationem  afferat ; cufpides ill2 ita .
debent conftitui, ut tantilla extenfio non impediatur: quod eve-
nit fi plano politiffimo incumbant. Sic lamina elaftica AB in A
& B cufpidibus A « & B¢ munita, fi cufpides {peculo impo-~
Ragtur , fonum calculo conformem edet.

Q4 3 4

wie »
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Peofiill-.  g4.. Hoc-cafu. expedito;. iftam de laminis elafticis traatios
#omibus e clandat motus ofcillatorius lamine elaftica, utroque termi-

lamine

elafiice. no. A & B muro infixz, ita ut inter ofcillandiim puncta A & B’ -

utrogue . . it i3 L B
Jrogue- non folum maneant immora, fed etiam re@a A B perpetuo fic

pariet
xa,

Fig.

iin. tangens. curve AMB, in punétis A & B. Hic ergo iterum:
cavendum eft, ut obices terminos A & B comprehendentes non.
fint-adeo firmi, fed tantillam extenfionem  quanta. ad' curvatu.
ram requiritur, permittant, Quzcunque ergo fint vires in ter-
minis A & B ad. laminam continendam requifite; ad' fequen-
tem pervenietur aquationem. différentialem- quarti. ordinis. Eéd*y-
% ydx*; cujus,. fi-ponatur E—-"-i—-’kf == ¢*, integralis. erit
ut ﬁlpra ’,

24,

———

. -—— ¥
y== Aecc 4-Be '~ +C','ﬁn.% + Dcof. -:’—
95.. Conftantes-4; B, €, & D autem ita debent effe com=
paratz , ut pofito » = o, non folum y evanefcat , fed etiam.
fiat dy =—o0, quia- in A curva ab axe AB tangitur. Hoc-
idem utrumque vero evenire -debet, fi ponatur x ==« unde.ifte.
quaruor: zquationes najcentur.

I. oo= A 4. B. + DO
n\'. 0 ==. Ai —— B + a‘

I o == Ac® + Be. ©+4Cin% 4 Dcofl -
IV: o.== A¢c—Be ¢4Ceof = — Dfin -2
Bk harum zquationum prima & fecunda oritut C=—— A+B, °

& D= — A:i— B, qui.valores in reliquis duabus . fubfitusi .
dabunt. '
o= A< +4 Be. F.— (A B)fin. L —(A+Bycol 5
— (i~ B)cof. .+ (A+B) iz
quanus

'S
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quarum. fumma ac. differentia eft ,

& , fin. —-
= Ae< 4Blin L — Aol L, feu S = ¢
cof, & — ¢
[~
| I —L
. —_a . : . & T—cofi
o==2Re ‘—Aﬁn;-i--—B‘coﬁ-f—,fcn%-_:: —

unde fit z2.={c°¢ 4 ¢ ¢ ) cofl. £, fu

& 1 fin. ==
et =>_._—E:..
cof. —-

¢

Qua xquatio, quia‘ congruit cum ea; quam'§. 81 invenis-
mus, fequentes Solutiones numero infinite fatisfacient:::

I & —=fr—@=Tcot £
II. —% =ix4 @=lcot.L P
118 -‘—‘_--—-—-{r.—— $= Lcot..L @

&c.. :
96. Harum: aquationum- primz fatisfieri nequit, nifi fit:@"=-
9o*,ideoque === o; unde primus. ofcillandi modus oritur:
ex equatione —:— =] » Q=Fcot: } d3: que cum jam fu-

pra fit tralata; erit —:'= 4;7300350232; Qiamobrem lami.-

na claftica, cujus uterque. terminus -parietl infixus tenetar, perins-_

de. vibrationes fuas peragét, ac fi efler omnino - libera; Hzc
K Q-‘l, 3 autem
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autem convenientia tantum ad primum ofcillandi modum fpecs
tat; fecundus enim ofcillandi modus, quo eft —:—-={ xr—P=

log. cot. ! ¢, atque lamina axem A B inter ofcillandum in une
pun&o interfecat , in lamina libera fui parerh non habet; ter-
tius autend modus laminz utrinqu¢ infixz congruet cum modo
fecundo lamina liberz, atque ita porro.

97. Hzc duo poftrema ofcillationum genera, ob caufamal-
latam, non congrue per experimenta explorari poffunt: primum
auteny nan folun ad experimenta inftituenda maxime eft aptum;
fed ctiam adhiberi poteft ad clafticitatem abfolutam cujufque la-
minz propofitz , quam per E £ £ indicavimus, inveftigandam,
Quod fi enim fonus notetur, quem hujufmodi- lamina altero
termino muro infixa edit, eique in corda confonus efficiatur ,
fimul numerus ofcillationum uno minuto fecundarum editarum

cognofcctun Qui fi 2qualis ponatur cxpreflioni % s/g-.‘E kk,

ﬁ, ob numerum # cognitum, & quantitates £, «, & M per

dimenfiones inventas, reperietur valor expreflionis E £4; ficque
clafticitas abfoluta innotefcit ; qua cum ea quam fupra ¢x i0»
cyrvatione reperire docuimus, comparari potsft,

- AD.
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"ADDITAMENTUM IL

De motu projectorum in medio non refifiente, per-
Methodum maximorum ac minimorum
determinando. S

1. £\ Uoniam omnes naturz effeQus fequuntur quandam ma-

ximi minimive legem ; dubium eft nullum , quin in:
lineis curvis, quas corpora projetta, fi a viribus quibuscunque
follicitentur , defcribune, quapiam maximi minimive proprictas.
Iocum habeat. Quanam autem fit ifta proprictas, ex princi-
piis metaphyficis a priori definire non ram facile videtur: cum:
autem has ipfa curvas, ope Methodi dire2 , determinare li-
ceat ; hinc, debita adhibita attentione, id ipfum', quod in iftis:
curvis eft maximum vel minimum , concludi poterit. Spe@ari
autem poriffimum debet effe@us a viribus follicitantibus oriun--
dus; qui cum in motu corporis genito confiftat, veritati con~
fentancum videtur hunc ipfum motum:, feu potius aggrega-~
tum omnium motuum qui in corpore proje&to infunt, mini-
mum cffe debere. Qua conclufio etfi non fatis confirmata vi-
deatur, tamen, fi eam cum veritate jama priori nota confenti-
re oftendero , tantuim confequetar pondus , ut omnia dubia qua:
circa eam fuboriri queant penitus evanefcant. Quin-etiam cum
cjus veritas fuerit evicta, facilius eric in intimas Nature leges:
atque caufas finales inquirere ; hocque affertum. firmiffimis ra-
tionibus corroborare. '

. 2. Sit maffa corporis proje&i =— M, ejulque, dum fpatio-
Jum == d4's emetitur, celeritas debita altitudini —=w; erit quan~
titas motus corporis in hoc loco = M ¢ v; quz per ipfum: "
fpatiolum d4s multiplicata , dabit Mds v/ v motum corporis:
colleivum per fpatiolum 4+, Jam dico lineam a corpore def~

: ST criptam:

-
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«criptam fita for¢ comparatam, ut, inter omnes alias lineas iifdens
terminis contentas, fit /A dsyv, feu, ob M conftans, fds Vv

.minimum, Quod fi autem curva quefita tapquam cfler data

fpeQetur, ex viribus follicitantibus celeritas v v per quantitates
ad curvam pertinentes definiri, ideoque ipfa curva per Metho-
dum maximorum ac minimorum determinari poteft. Ceterum
haxc expreflio ex quantitate motus petita eque ad wires vivas

traduci poterit ; pofito enim tempufcuylo, quo elementum ds

jpercurritur , == d¢; quia eft ds = dr Vv, fiet fdsyv=—fvdss
Jdta ut, in curva a corpare proje@o defcripta, fumma omnium vi-
rium vivarum, qua fingulis temporis momentis corporisinfunt,

. fit minima. .Quampbrem neque ji qui vires per ipfas celerj~

Fig. 26.

tates, neque illi qui per geleritatum quadratp aftimari opar-
tere ftatuunt, hic quicguam quo offendantur reperient.

3. Primum igitur, fi corpus a nullis prorfus viribus follicita-
£i ponamus, ejus quoque celeritas , ad quam hic folum attendo
( directionem cnim ipfa Methodus maximorum & minimorum
comple&etur ), nullam pacietyr alteratiogem ; eritque ideo »
«quantitas conftans, puta == 6. Hinc corpus a nullis viribus
follicitatum, fi utcunque projiciatur, ejufmodi defcribet lincam,
in qua fit fdsy/ & vel fds =5 minimum. Via ergo hzc, in-
ter omnes ii{dem tcrminis contentas, ipfa erit minima; atque
adeo re@a : prorfus uti prima Mechanice principia poftulant.
Hunc quid¢m cafum non adco hic affero, quo principium meum
confirmari putem; quamcunque enim, loco celeritatis v v, aligm
aflumfiffem fun@ionem ipfius », cadem prodiiffet via retta; vee
rum a eafibus fimpliciffimis incipicpdo facilius ipfa confenfus ra-
tig intelligi poterit, - ‘

4 Progredior ergo ad cafum gravitatis uniformis, feu quo
rorpus proje¢tum ubjque, fecundum dire@iones ad horizontem
normales, deorfum follicitetur a vi conftante acceleratrice ==g.
Sit AM curva, quam corpus in hac hypothefi defcribic, fuma-
tur reta verticalis A P pro axg , ac ponstur abfifla AP = x,
applicata PM =y, & clementum eurve M m==4s; erit ergo,
ex natura follicitationis, dv == gdx», & v==<4 4-g%, Hinc

curva
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curva ita erit comparara, ut in ea fit /s y/ ( # 4 ¢ ¥) minimum.
Ponawur dy ==pdx, ut fit &5 = dx V (1 +pp), atque mi-
nimum efle debet /dx v/ (4 4+gx) (1 +pp);5 qua expreffio cum
forma generali /Z 4x comparata dat Z=—=y/(«£+gx) (1 +22);
quare , cum pofitum fit 42 == Mdx + Ndy 4 Pdp, erit

N—=o & P="7 \%‘:—_'—:_'Tg;—)) Quiz ergo valor diffcrcntia‘lis

et N— j—:. ob N = o, fiet prefent «cafu'dP=o. &

— ] ___pVlatgx) __ dy(atgn)
P=yC. Habebitur ergo v C="rr o5 == PR
tinde fit Cd* +Cdy* =dy* (o). & = Cs
qQuz infegrata dat y=— -gi VC(a—C+gx).

_ 5. Manifeftum quidem eft hanc ®quationem effe pro Parabo-
13. At cjus confenfum cum veritate attentius confiderafic juva-
bit. Primum crgo patet tangentem hujus curva effe horizon-
tdlem, feu dx=—=0; ubi et 4 — C+gx=—0. Cum igitur
principium abfciffarum A ab arbitrio noftro pendeat, fumatur
id in hoc iplo loco, fietque C= «; tum vero ipfe axis. per hoc
punfum curve fummum tranfeat, ita ut, pofito x =—o, fiar
fimul y =o0. His confideratis , zquatio pro curva eri¢ hac

y=iay :‘-’5 ; .quam non folum- patet effe pro Parabola; fed

etiam, cum celeritas -in pun&o ‘A fit v «, altitudo CA, . ex
qua corpus labendo ab eadem vi g follicitatum eam ipfam ac-

quirit celeritatem, qua in pun&o A movetur , erit = -; hoc

eft, quarte paramerti parti 2quatur; prorfus uti ex do&rina mo-
tus projeGtorum per Methodum direGtam intelligitur.

+ 6. Sollicitetur ,"ut ante, corpus ubique verticaliter deorfum,
at ipfa vis follicitans non fit conftans , fed pendeat utcunque ab
altitudine CP. Scilicet pofita abfciffa CP = x, fir vis qua
carpus in M- deorfam nititur = X funétioni .cuicunque ipfius
x. Si ergo vocetur applicasta PM =y, clementum arcus

Euleri & Max. & Min - Rt Mg
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Mm=4d;s, &dy=—pdx; etitd v =—=Xdx, &v=—A+/Xd;
unde minimum efle debet hzc clan'cﬂio fdxy/ A+ [Xdx) (142,
ex qua pro curva defcripta AM obtinebitur hzc zquatic . . -

pV(A+fde) Ve —4y
Ve ="t %2=Va—cFrxd) 3=’
fen ’_fV(Ai(;ffxd . Tangcns ergo curv erit ho-

zontalis ubi /X dx—C—A Hixc vero cadem quatio tra-
jeGoriz corporis per Methodum diretam reperitur..

7.. Sollicitetur nunc corpus in M a duabus viribus, altera
horizontali' = I fecundum dire@ionem MP; altera verticali
= X'fecundum- direGtionem M Q; Sit autem X fun&io. qua-
cunque.re&tz verticalis MQ — CP = x, & T funttio que-
cunque applicatz PM. ==, Pofitis ergo ut ante dy=pdx,.
crit dv—=—Xdx — Tdy, ﬁetquc v=A— [Xdx —
ST dy; undé minimum effe debet hzc formula fdx V(14 pp)

A —[Xdx— [Tdy). Differentictur V( 14pp)(4d—
SXdx—[Tdy), aaque prodibit ., . T

— XdxV(14pp) __ Ny«/(r+n.) .
ZJ(fT{fde;rdy}T 2V(Ad—[Kdx—[Tdy)

—_— X — dy) .
o 242 'éé"'”)) . Hinc pofito-
— rvV(14pp . pV(A—[Xdi— [Y)

N = sd— xe—rs1%)’ &B=*t \/(1+n) 2

erit pro curva quzfita.hac. zquatio o= N.— I5 2 feu Ndx.

_ s !’ng(l+ﬂ) —_
dP. Hinc ergo fit SV(A—]Xdx— [Tdy) —

dpvi(d -—[Xdx — [Tdy) Xdx—p T4
(14pp) v(14pp)  a(FppXA— [Xd—]Tdy ) :
dp V(A ~— [Xdx—[Udy)" _ Xdy—— ¥di - .
(r +pp) v-(1 +pp) 2V (1 pp)(A—[Xdx — [ Tdy) *

2 ’ — dy_ r X . ° -
idéoque e ’ oy - e 1 Hanc. =quationem
veritati efie_co enuncam pazcbxt, I'E loco dd ~—[Xdx — [Tdy-.

PO/ . . : Pomt“ri

feu.
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' 2‘04? =Xdy— Td_x “-
(I +PP);:"’ V( I+PP). At cn:

Crdpp)itax

‘ponatur v, erit enim

‘radius ofculi » = — dp » quo introdu&o eft
2,.—”= zd”—;:lﬂy 5 ubi é&_zf’ vis corporis centrifuga , & -
Ydx—Xdy

—— exprimit vim normalem ex viribus follicitantibus

ortam; quarum virium zqualitas utique .in omni motu-projec-
térum locum habet. : -

e .. adp __ Xdy— Tdx.

8. /quatio autem inventa Fop — A Ty 112 8

p(A—[Xdx — [1dy) .

neraliter eft integrabilis , fi multiplicetur per 77 3
. 20dp(A— [Xdx—[Tdy) ppXdx+4Tdy ___ _ -
fiet el == TS

__pzfxix;:/;rdy—-zf —=C, fen
—pKdx = A — V(BH/Tdy)
]sz p/de_.A+'C+'Cpp? undep-:-v(g+fxdx) ’
pefito B pro —.4— C. Cum ergo fit p == _}y;_ > erit
) Ay . T dx
f\/(_B + 7t =L vrcFTEan ©
quafita , in qua:variabiles » & y funt a fe invicem feparate.
Vel fi conftantes B & C in negativas convertantur, erit
- dy - LN dx ; . ,
conftruétio facilis habetur, tamen quationes algebraicz, quo«
ties quidem in ipfis continentur, non tam facile eruuntur. Sint
X & T tunftiones fimiles & quidem poteftates ipfarum x & y,
ita ut fic /° dy = [ dx — 4 qux @quatio,
Lo —3") y(d" — x ‘
fi =1, przbet Parabolam; fin w==2, Ellipfih centrum inC
habentem : etfi hoc cafu utraque integratio quadraturam Circuli
o R Rr a3  requi=

qu integrata dat

quatio pro curva
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requirit.  Verifimile ergo videtur ctiam aliis cafibus, quibus
neutra integratio fuccedit, curvas algebraicas fatisfacere ; quarum
autem inveniendarum Methodus adhuc defideratur,

EF9. Urgeatur corpus M perpetuo verfus pun@um fixum fe- ~
cundum dire&ionem M C, vi qu fit ut fun&io quacunque dif~
rantizc M C. Pofitis ut ante CP=x, PM =y, & dy =
pdx;fic CM=v (x*+ y*) =1, atque fit T ca funioip-
fius £, qua exprimit vim centripetam. Refolvatur hac vis in
laterales fecundum M Q & » erit vis trahens fecundum

MQ = %’-‘ 3 & vis fecundum MP == I"- ; ex quibus oritur

acceleratio dv-=—=— T":”-—— T’j’ == — Tdt, ob xdx+
1:,::4:; unde- fit v =A'— fTd:. Quamobrem minimum
effe debet hac expreflio fdxv (1 +pp) (A —Tdt).
Jam, fecundum Regulz praceptum, differentictur quantitas ;.
v (r+pp)(A—fTds), prodibitque -
— Td1v(y + pp) pdpV (A4 —[Td),
z.V(A-;—j_';‘d:) : V(x-}-pp)z; '
— xdx+edy . — —Tyvitpy
.Obdt ‘, A' .,,c:mcrgo.N__“‘/(A__fm‘l
‘&P =" " g! _;__;{)Th) . ex «quibus. efficitur quatio pro.
curva Ndx=—=dP, qua prabet, .
— TJT__J"W’ rp) __ dpy(A—[Td) _pTd: -
20y(A—/Tdt) — (14pp)V(14pp). 2 V(4ppXA—] Tds)

hzcque reduéta abibit in iftam,
T(xdy—pdx)__ _d
2t(A—fTJ't)—x+pP" N ‘
10. Quamvis. hxc aquatio- quatuor contineat litteras diver--
fas, tamen debita dexteritate integrari potef. Cum enim fit
]ay‘*'xd’?:tdt ::”dv-]— xdx, erit dx =— .fﬂ &é =P_Ld__f' .
. . . .. okpy T a2
qui valores in 2quatione fubfticuti dabunt. : :
_(px=—p) Tds  dp Td: dppyFx) °
o2y X AT TdD = 3ok ™ T ™ o — l:ﬁ:
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Harum expreffionum utraque per logarithmos: eft integrabilis 5
.cﬁ enimfz(d_zdftrdt) == 4 i(A— [Td?), & |

dp(x+py) ceur in 24P r2dr
f RETDICIED x'cfolvxturcmfpc — _f‘-i-PP =
x—2X.3 —_p ) . .

FyGrg I o B =Yg e =
quatione declaratur, celeritatem corporis in M., qua eft =
v/ (A—fTdt), efle reciproce nt perpendiculum ex C intan~
gentem demiflum ;. qua eft proprictas palmaria horum motuum..

11. Hoc vero idem Problema commodius refolvi poteft ip-
fam re®@am CM pro altera variabili affumendo. Verum Me-
thodus fupra tradita non poftulat, ut ambe variabiles fint-coor+
dinatz orthogonales, dummodo fint ejufmodi binz quantitates.
quibus determinatis fimul ‘curve pun@tum determinetur. Hanc
-ob caufam, non liceret diftantiam CM cum perpendiculo ex C
in tangentem demiffo pro binis illis variabilibus accipere; quo-
niam ectiamfi detur & diftantia a centro & perpendiculum ih-
tangentem , hinc tamen locus pun&i curva non definicur.. Ni-
hil ‘avrem impedit, quo-minus diftantia. CM, & arcus circuli Fpig. 283
BP centro C defcripti; in locum duarupi variabilium fubftituan- -
tur; quia dato arcu B.P, & diftantia CM curve pun&um M.
zque determioatur ac per coordinatas orthogonales.. Hac ergo:
annotatione: ufus Methodi multo latius. extenditur;,. quam alio--
quin videri queat.. Lo - ' |

12. Sit igitur diffantia corporis a centro M C=="x, & vis:
qua _co;pus ad centrum C follicitatur fit =X fun&ioni-cuicun~-
que ipfius x. - Cento C, radio pro' lubitu affumpto BC==¢,,
defcribatur drculus, cujus arcus BP tepeat locum alterius varia-—~
bilis y, ita ut. fit Pp = dy—p dx. Ex vi aurem follicitante cft:
dv— — Xdx, undev' =4 — fXdx. Centro C, radio’
CM = x, defcribatur arcalus- Min, critmn=—=dx; & CP::

Pp=CM:Mn, unde fit Mn =£i“ii° , & elememum fpa«

tii M;m='dx-:\’/ Cr+ E%Ef ) Quamobrem: minimum cﬂ'g:?
- Rr 3 debet
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'-'dcb& hec formula /2« \/(A-—/Xc'{x) (1 + p—f:—’-’ ), ex

Xy pxxy(A—[Xdx) .
,lx d. ‘V‘”'}'ﬁ}xx) 3 qul,
per Regulam, nihilo 2qualis pofitus, prabebit hanc zquationem:

qua oritur valor differentialis

(A— fXdx) ppx*, ex qua fic
- ccyC — ccV C
P = V((d—fxdx)x’—d-c‘c/cxx)—xv((d—- TXdx)xx — Czz)
_ — : ccdx v/ C :
feu JJ T xy(\A—j jXxdx)xx— Cec) » quz cadcmz'qua-

tio etiam per Methodum diretam invenitur,

- 13. Ex his igitur cafibus perfe&iffimus confenfus principii hic
ftabiliti cum veritate elucet: utrum autem ifte confenfus in cafi-
‘bus magis complicatis locum quoque fit habiturus, dubium fu-
pereffe poteft. Quamabrem quam late pateac iftud prin-
.cipium diligentius erit .inveftigandum , quo plus ‘ipfi non
tribuatur quam.cjus natura permittic. .Ad hoc explicandum ,
.omnis motus .projetorum in duo genera diftribui debet; quo«
rum altero xeleritas cqx?oris . quam in quavis loco habet, a fo~"
Jo fitu pendet; ita uc’fi ad eundem fitum revertatur, eandem
.quoque fit recuperaturum celeritatem ; quod evenit, i corpus
vel ad unum vel ad plura centra fixa grahatur viribus, qua fintue
fun&iones quzcunque diftantiarum ab his centris. Ad alterum
genus refero eos proje@orum- motus, quibus celeritas corporis
per folum locum in quo haret nan determinatur; id quod ufie
venit, vel fi centra illa ad qua corpus folliciratur fuerint mobi=
lia, vel fi motus fiat in medio refiftente. Hac fa&a divifiae
ne ; notandum eft, quoties motus corporis ad prius genus per-
tineat , hoc eft, fi carpus non folum ad unum fed ad quotcunque
«centra fixa follicitetur viribus quibufcunque, toties in motu hoc
fummam omnium motuum elementarium fore minimam. |

14. Hoc ipfum autem poftulac indoles Propofitienis : dum
enim, inter datos terminos , €a quéritur curva, in qua fit /éry/v
minimum 5 ¢o ipfo affumitur, - celeritatem corporis in utroque

. termino
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férmino candem effe, quzcunque curva corporis viam conftitua.
Quortcunque autem fuerint centra virium fixa, celeritas corporis.
ih quovis loco M, exprimitur funione determinata ambarum
variabilium C P_x, & PM=y. Sit igitur » fun&io QuUE~" Fig, 291
cunque ipfarumx & y , ita ut fit. dv ="Tdx + V'dy; arque vi-
deamus, an principium nofirum’ veram exhibiturum fit projec-:
toriam. corporis. Cum autem fit dv—="T dx4 F'dy; corpus:
inde movebitur , ac fifollicitetur in M a duabus: viribus, alte--
ra Tin direttione abfcifis x parallela, altera: vero V/ in direc-
tione parallela-applicatis y, ex quibus oritur vis tangentialis ==

Ex‘;%!iy & vis pormalis == Vd::h T4y, Debet autem,
~ ex natura motus liberi, e’ == Vd“d':" Tdy 7(-: l;—l-;g

ad quam zquationem fi Mcthodus maximorum ac minimorum.
" deducat, erit.utique principium noftrum veritati conforme.

15, Cumi igitur , per hoc principium, debeat efle fdxy/v(1+pp)
minimum , differentictur quantitas. v 2-(1-+22). ‘atque, ob>
dv="Tdx + Vdy, otierur :

Tdxvy(14pp). Vdy(c 4 ZJ Vv A ,
2y + gvvpp)'*‘\/(x:-«pp)’“quo
obtinctur pro curva quafita fcqucns zquauo > fccundum pra--

cepta tradita,

Vis/(1 400 ., _pdv pr  p(Tdeo Viy)
2V ='d. V(1 +pp) (I+pp) - zv'v(l-}-zp');.

feq — 42 ‘,' T{’/ix(:_ Vd"). At ef radius ofculi in:
(r+pp) ™ + rp

M=—"0 +”d):"" (X +22); qoi fi ponatur ==, erit:

2v___ _Tp— |1 4 '

= 71 F7p)  omnino uti per Methodim dire@tam in=-

vcmtur Dummodo ergo vires follicitantes ita fuerint compas-
ratz, ut ex-reduci queant ad duas vires T & V', fecundim di--
reQiones coordinatis x & y parallelas follxc:tantcs quz fint ut:
funtiones qQuxcuagye harum vasiabilium » & y., tum femper in:
curva:

\
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enrva defcripta erit motus corporis per omnia clementa colleGus
minimus.

16. Tam lare ergo hoc principium patet, ut folus motus a
refiftentia medii perturbatus excipiendus vidcatur; cujus quidem
exceptionis ratio facile perfpicitur, propterea quod hoc cafu
corpus per varias vias ad eundem locum perveniens non eandem
acquisit celeritatem. Quamobrem., fublata omni refiftentia in
motu corporum projetorum, perpetuo hac conftans proprietas
locum habebit, ut fumma omnium motuum elementarium fit
minima. Neque vero hzc proprictas in motu unius corporis
~ tantum cernetur , fed etiam in motu plurium corporum conjunce
tim ; quz quomodocunque in fe invicem agant, tamen femper
fumma omnium teotuum ef minima. Quod, cum hujufmo-

di motus difficulter ad calculum revocentur, facilius ex primis -
principiis intelligirur, quam ex confenfu calculi fecundum utram-.

que Methodum inftituti. Quoniam enim corpora , ob inertiam,
omni flatus mutationi reluGantur ; viribus follicitantibus tam pa-
rum obtemperabunt, quam fieri poteft, fiquidem fint libera ;
<x quo efficitur, ut, in motu genito, effeus a viribus ortus
minor eflc debeat , quam £ ullo alio modo corpus vel co

‘ra foiffent promota. Cujus ratiocinii vis, etiamfi nondum fari
perfpiciatur ; tamen, quia cum veritate comgruit , non dubito
quin, ope principiorum fanioris Metaphyfica, ad majorem evi-
dentiam evehi queat; quod negotium aliis, qui Metaphyficam
profitentur , relinquo, :

, | INDEX
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